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СПоСОБЪ ПАИМЕПЬШИХЬ БВАДРАТОВЪ. 

ВВЕДЕНГЕ. 

'Изыскаи!е вфроятнфйшихь выводовъ изъ наблюденЯ есть безъ сомифнйя одинъЪ изъ самьть 

важныхь вопросовъ. вхолящихь въ область Теория ВЪроятностей. Вопросы подобнаго рода 
рлко представляются въ такомъ простомъ и ясвомъ видЪ, чтобы можно было для нихъ 

найти впозыф удовлетворительное рёшене; въ большей части случаевъ возможно только рф- 
шеше. приближенное и до извфстной степени произвольное. Причина этого заключается 
главныиъ образомъ въ особенномъ характер самаго поняця о случайности явленй, поня- 
я по существу своему не строго опредфленнато, рёзко отличающаго Теорю Вфроятностей 

оть другихь математическихь наукъ. Повятпо, что при такяхъ услощяхъ должно обращать 
очень большое виимаше па т границы, въ которыхъ остаются справедзивыми заключена, 
выводимых изъ теоретическихь указан!Й; особенно если дфао идеть о вопросахъ, имфю- 
щЩихъ важное практическое примфнене. 

Около шестидесяти лётъ тому вазадъ Гауссомъ и Лежанаромъ быль предложенъ дая со- 
четавщя многочисленныхъ наблюдевЙ способъ наименьшихь квадратовъ; съ тёхь поръ онъ 
вошелъ во всеобщее употреблеше и безь соннфыя принесь опытнымъ наухамь великую 
пользу. Что касается до практической стороны этого снособа, то ему нельзя не отдать ру- 
шиательнаго преимущества, потому что едва ли возможенъ другой столь же простой и столь 

же общй премъ для рышешя мвогочисзенныхь условныхь уравиенй. Теоря показала, что 

этоть способъ, предложенный сначаза какъ чисто практическй премъ, для того, чтобы 
устравать пеопредфленность пря сочетани  многочнеленныхь наблюденй, даегь вуЪсть 

сь ТЪмъ, конечно съ известными условями, самые выгодные резузьтаты. Это заключеше по 
свойству вопроса не можеть имфть абсолютнаго значенйя и потому весьма важно опредфаить, 

зЪ какой мЪрф оно можеть быть справедливо. Гауссъь и Лапласъ яваяются представителями 

явухъ совершенно различныхь миВый о значенфя способа наименьшихь квадратовъ. У а- 

оласа находимъ строгое и безпристрастное изсафдоваше этого вопроса; изъ его анализа 
видио, что результаты способа наименьышихь хвадратовъ получаютъ боле или менфе значи- 

тельную вфроятность, только при услов?н большаго числа наблюденй; между тёмъ какъ 
Гауссъ старался на освованш посторовнахъ сообрашензй придать этому способу безусловное 
значене. Если мы обратимъ внимаше на 10, что въ законф большнхь чиселъ заключается 

вся сущность Теори случаевъ и зто только при большомъ чисаБ испытан получають дёй- 
ствительное, фактическое значенюе всф свойства случайныхь авленй, то не трулно будеть 

видфть справедливость Дапласова вывола: при ограниченномъ же числ набаюденй мы во- 

все не можемъ расчитывать на взаимное уничтожене погрёшностей в. само собою поватио, 
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что всякое сочеташе нпаблюлешй можеть въ такомъ сзучаф повести столько же къ увели- 
ченю погрьшностей, сколько в къ ослабление ихъ. 

Одну изъ самыхь главныхъ задазъ Теорш паивыголнЫйлаго сочетащя пабаюденшй состав- 

ляетъ опредфлеше степени точности полученныхь по способу найменьшихъ квадратовъ ре- 
зультатовъ. Въ общепринятой теорв этоть вопросъ разрышается правильно только въ томъ 
случа, когда наблюдешя служать для опредфленя одной неизвфстной величины; въ саучав 
же многихъ веизаёстпыхь способы, употребляемые для изыскан!я вфроятныхь ошибокъ 
выводовъ, приводять къ весьма неправильлымъ результатамъ. Этоть чрезвычайно важный 
недостатокъ былъ замфчель въ первый разъ и совершенпо устраненъ Бъенеме 1). Къ счастпо 
опущеше изъ виду этого обстоятельства не имбло вщяня на изыскаше нанвыголифйшихь 
результатовъ и ихъ ввсовЪ; ошибка оказывается только пря переход отъ вЁса къ вфроят- 
пой погрёшиости; уже при двухъ невавфстныхъ предфлы вфроятныхь погрёшностей должпы 

быть почти вдвое болфе обыкновенно принимаемыхъ; такъ что обыкновенный до сихъ поръ 

снособъ исчислешя приводить къ весьма ложнымъ представленямъ о степени точности зы- 
водовъ. Открые и устранен!е этого недостатка припадлежить безъ сомнфыя къ весьма 

важнымъ явлентямь современной науки. 
Въ этомъ сочвнеши я старался показать, что степень довфрёя къ результатамъ способа 

наимевьшихь квадратовъ во всякомъ случаф условзивается числомъ набзюденй, на какихь 
бы соображешяхь не осповывалось доказательство этого способа; при опредфлеши йред%- 

ловъ вфроятныхъ погрёшвостей въ случаЪ уравнен со многими неизвфстными я вв етьпо- 
правку, указанную Бенеме и старался показать всю важность ея. Въ послфдней главё по- 
мъщено рёшеше числоваго пришра, именно опредфлене элементовъ кометы Донати 1858 года. 

Матералами. кромБ классическихь сочипешй Гаусса 2) и Лапзаса 3) я вышеозначениаго ие-. 
муара Бьопеме, служнли миф сочанен$я Энке 4) Риттера 5} Дингера 6} Савича 7) Биве 8} и др. 

| шо 4е Мыьётайцие» ршгех © аррЫцибеь, риБНё раг лотШе, Т. ХУН, авпёе 1832. «Мепюте 4е М. Вей 
зушё зиг [а реоБаЪИИЕ 4ез агтешз @'аргёх 1а иубвове Цех тойшйгех сатеёе.ь 

2} Тьёоне зпатийцие 4ез ргобаБиИёз, раг Гараее. 
3} Мавойе 4е5 тошфсев сагтёз раг 62155; Мепюйез майшИз её раз раг Вемгавй 1855. 
4} АзтополизсВез ДавеБисв Тиг 1834, 1855 ип 1836 3. Побег «Пе Мешойе 4ег Ноуел Опадгие. тов Елеке. 
5) Мапие! Вбоеае её реабдае Че ГаррИсайоп 42 Фа шёво4е 4ез то@гез сагеёх раг ЕКе Киег. 1858. 
6) Аазаоевиод ег ВеобасьилезЕЫег пасв Цег Мефоче 4ег Меныет Очадгаиитей уоп Ге. 4. Юуеодег. 1857. 
7) Нрыюжеще Теорш Вьрозтпостей къ вычислению яаблолезн м геожеопчеенахь алжь составил Д-ръ 

Савичь. 1857. 
3) Зета] 4е Майбтайциез. раг МочуН® Т. ХУИГ 1853 2. «Таёэпе зплЬцие 4ез шопёгез саттёз; раг Вичег». 



ГААВА 1. 

Овшия понятя. — Твомя сьЕднихь величинь. — Правило льпометической среды. — Распространение еГо ва 
СЛУЧАЙ РАЗНОРОДНЫХЬ ПАБАЮДЕНИ. — Ввсы выводов. — Связь СПОСОБА ИАПМЕНЫШИХЬ КВАДРАТОВЪ СЪ НРАВИЛОМЪ 

АРЦОЧЕТИЧЕСКОЙ СРЕДЫ. 

$1 

На результать вслкаго наблюдешя имфеть вияне мпожество слузайныхь причипъ, источ- 
никъ которыхь заключается илн въ несовершенств® ииструментовъь изи въ другйхъ полоб- 

-выхъ обстоятельствахъ: поэтому всякая числовая величина, полученная помощио пзмфри- 

тельныхъ снарядовъ, прелставляеть большее изн меньшее укзопеше отъ истипиаго зпачещя 

искомаго количества, т. е. сопровождается иззфстпою ошибкою изя погрышносию. При 
вовременныхь потребпостяхь точныхь опытныхь наукъ, гдф и теоря и практика достигли 

высокой степени совершенства, рфлко бываеть можно довольствоваться непосредетвенными 
данными изъ наблюденй; для получешя возможно точныхь релузьтатовъ должно безь с0- 
мнёв я употреблять вс возможных сгарашя, чтобы ослабить вцяше погрЬшиостей ие только 
при производств наблюдешй. но я при вычислешяхъ. 

Изучеше способовъ наблюденЙ воказываетъ, что ногрёншости бывають лвоякаго рода.— 
ОднЪ изъ нихъ при одномъ и томъ же способ наблюдешя, т. е. при извфстномъ положе- 
щи инструмента и пир, откловаютъ резузьтать наблюдешя постоянно въ одиу н туже сто- 
рону, т. е. постоянно увеличивають вли уменьшають его; такого рода погрьшиости пазы- 

ваются лосвюянными; онф необходимо сопровождаютъ каждый результать и слбловательно 
не могуть быть уничтожены, какъ бы часто ие пропазодизись таного рода паблюдешя и 

какъ бы мы не сочетали результаты этихъ паблюдешй между собою. Миомя изъ постони- 
ныхъ погрфшностей подвергиуты точпымь изсзфдовашямь въ теор пистручентовъ; друпа 

упичтожаются разнообразными премами наблюдений; т же, причина которыхъ совершенно 

неизвфотна, могутъ быть открыты примбиещемь данцаго способа набаюденй къ изибреню 
точно извфстной величины, при чемъ открывается среднее значеше постоянной но’ршиости: 
такимъ образомъ помощи хорошо нзученныхь и расположенпыхь способовь пабуиодешй 
можно воегда получать результаты, освобожденные отъ постоянныхъ погрышностей. Совер- 

шенцо другимь характеромь отличаются случаййыл потрёшноста ваблюденй: оиё бывають 

то болыне, то меньше, то положительны, то отрицательны, м совершенно не могугь быть 

прелутаданы и исключены изъ оглфлыныхь набиоденй; взам/ить этого оп изфють свойство 

взаимно ослабаяться при большомь зисдф иаблюден; такъ что ихь можио исключить ири- 
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авчиыыъ сочетащемъ паблюденй. Въ различныхъ способахъ наблюден!й постоянныя погрфиз- 

воети пронстекаютъ изъ весьма различныхь источниковъ и инфють различныя свойства; 
"случайный погрьшности сохраняють напротивъ свои главныя свойства при всякаго рода 
; паблюдешахъ; эъ Теорш наивыгоднёйшаго сочегашя набзюденй принимаются въ расчеть 
одиВ только случайныя погрёшности, постойнныя же ечитаются тщательно исключенными. 

$2. 

Точкою исхода для аналитическаго р-шешя вопроса о иаявыгоднфйтихь результатахь 
служить возможность на основани свойствь слуяайныхь погрёшностев, дфЯствительная ве- 

личина которыхь вообще нензвЪфстна, судить о ихъ вфроятной величии. 

Опыть повазываеть, что пра озень большомъ чнслф ‘наблюденй постожнио обнаружи- 

ваютев слёдумищя свойетва случайныть погрёичностей: 

1) Для зсвкаго способа наблюдешй существуютъ постоянные предфлы, дадфе которыть 
не простираются погрёшности; эти предфлы болфе тфсны для болфе точныхъ способовъ и 
наоборот. 2) Изъ всёхь возможныхь погрьшностей чаще всего попадаются очень малыя, 
блызыя къ нузю; иамбольнйя же, близыя къ предфламъ, попадаются рфже всфль другихъ. 
3) Число потрышностей положительныхь и отрицательныхь почти одинаково и онё прибли- 

звтельно ныфють одиваковыя чвсловыя велизины, группируясь, какъ сказано, превмущеет- С. 

Мио. около нуля. Изъ этихъ общихь свойствъ случайныхь погрёшностей можно себё со- 
ставить ийкоторое понае о икъ вфроятности. 

выражаеть вфроятность предположешя, что погрёшность какого нибудь вабзюдешя заклю. 
зается между предълами 20 И =; тогда 

Положимъ, что Фунешя 

Е + 4 

у 
= 

будеть вЪроятносзь предположеня, что погрфшноеть заключается мешлу прелфлами го в 
=+4=&, а слфловательно безконечно малая тазисеть 

2+ Е 

[ев — Го ФЕЧЕ 

Е = 

будеть означать вфроятность предфловъ = и г 4, т. е. безконечно малую вЪроятность по- 
трышностя &. Вроятность погрышности будеть тиъ больше, чВыъ большую величину ныфеть 
производная фе; поэтому мы будемъ называть фЕ относмтельною впреятностив погрешности =. 

Если для прелфловъ интеграла возмемъ предфлы погрьниостей 5 ы а, то витеграхь обратит- 
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ся въ единицу, потому что погрьшность наблюдешя достовёрно лежить иежду такими пре- 
афзами; слёл. 

Ё 

ем 

5 

Притомъ всяжя величины меньшИя $ и большёя а, взятыя дая предфловъ должвы удовле- 
творять тому же условНо; такъ что необходимо вообще 

З+Е _ 
ака, 

— 

гл Би у суть кавя нибудь позожительныя величины; можно сяфдовательно, взять также 
безкопечные предёлы т. е. 

+> 

$е4е 

и это можеть служить къ упрощенйо ивтегрировашя пря частныхъ значенахь фе. 

$ 3. 

Когда. ошибки наблюденй инЪфють вс свойства случайньхь, тогда предёлы возможныхь 

погрёшиостей равны межлу собою, по съ противоположными знаками, и, называя пион 

величину ить черезъ а, мы имфемъ: - | 

+а += 

[= фе@ё =1. 

Видъ $= вообще не можеть быть опредЪленъ безъ помощи какого нибуль частнаго пред- 
` положеня, потону что эта Функц зависить оть множества случайныхь влянй, не подле- 
жащихь изезфлованно по причинЪ неизвфстноств или сложности ихъ; но мы можемь вы- 
разить анадитачески т8 свойства этой хункши, которыя соотвтствуютъ общимъ свойствам 

случайныхъ погрьшностей. Такимъ образомъ допущеше равной вфроятностя положительныхь 
и отрицательныхь ошибокъ требуетъ, чтобы Фуикцгя $ё была четяая; она должиа имфть 

пре предфлЪ а нанмельшую величину равную ную, в, возрастая непрерывно, доститнуть пря 

= 

=—0 наибольшей величины. Интеграл Ге долженъ обращаться въ нуль для всякой величины 

= 

<, большей а; слЪд: ф= принадлежить къ числу Функц, въ которыхъ нарушается законЪ 

чепрерывносты; въ застныхь случаяхъ можно однако допустить, что Функция $: непрерывна, 
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= 

но такого рода, что Гл ныфеть при 2`>о чрезвычайно малыя, пренебрегаемых величины. 

= 

+8 

Вфроятность предёзовъ == $ есть омы она пропорщзоназьна числу погртностй, закаю- 

— 

зающихся между этими предЪлами; такъ какъ $: должна быть зетная, 10 

т. е. число отибокъ большихь и меньшихь нуля олинаково. Каждый интеграль 

+4 += 

Ге = Геза 

можно представить подъ видомъ 

ЕЕ; ФЕ; 4; 

ГА знакъ суммовашя распространяется по указателю $ па всевозможныя зпачешя 5: по 
свойству ФЕ всф элементы этого интеграла для = > чи =< —@ обратятся въ нуль. Про- 
изведене фз; 4; означаеть вЪфроятность погршности :; т. е. можетъ быть обозначено 

т й : 
въ вид дроби зы гд№ т; есть число случаевь благопрятиыхь появлешю погрёшности 

; 
2, а Ет, есть постоянная сумма подобныхь же чисель для каждаго значенди иогрфшиости. 
Вслфдетые этого: 

+= 
= Её Т БефЕЧЕ т, * 

—= 

При безконезно большомъ числЪ $ наблюденШ, но завону больших зисель, каждая по- 

й . т, Её; 
грёиность &; повторится число разъ, пропорщювальное числу т;; тогда 2" 

Ы 
В 

=» которыя получились при наблюдевяхъ., 

обратитен 

въ › гдВ подъ ХЁЕ, разумфется сумма Функш КЕ; взатыхь дая всфхъ тЬхъ зиачен 

Изнеграль Г езыь разлагаются ина простЬйция вида 

+> 

[левы 
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тАФ п есть цфлое число: эти послфдейе интегралы зыражають въ томъ же смысл ариеме- 

тическую среду изъ суммы п—ыхь степеней погрфтностей при безконечно большомъ числв 

паблюденй; когда число наблюденй ограничено, то, какъ будетъ ниже доказано, они же 

представляють вброятнфИпия величины такихъ среднихъ ариеметическихь выводовъ. 

Когда Функщя Е: четная, то 

+= = 

Геза „Гео, 
. —= 

+= 

потому что фе: также четная; если же Рё печетиая, то каз 0, слёдовательно также 

— 
+= 

[ево аля нечетныхъ зиачеий п. 

—= 

Дая болфе яснаго представлешя общихъ свойствъ случайныхь погрытностей можно по- 
строить кривую у=х: абециссы этой вривой будуть зисловыя величины погрёшностей, а 

ординаты соотвфтствующия имъ относительныя вфроятности. Кривая имфеть симметричный 

видъ около оси у—овъ и. приближаясь по 06$ стороны къ оси 2—овъ, встрфзается съ нею при 

< 

х= =; пли, если допустимъ, что ое не обращается зЪ нуль, но только имфетъ чрез- 

* 

вычайно малую величину, кривая продолжаеть разстизаться ло оси х—вЪ на весьма близ- 

комъ отъ нея разстояны и сливается съ нею въ безконечности. Конечныя вфроятности 
данныхъ предфловъ выразятся въ такомъ случаф частями площади, ограниченной кривою и 
осью абециссъ, и инфющей величину равную единицф. 

$4. 

Помощю паблюденй опредфляется или непосредственно самая искомая величина, нли вд- 

кая нибудь хупкфя одной или ифеколькахь пеизвЪетныхь. Займемся прежде всего изыска- 
шемъ наивыголифИишаго способа сочеташя въ простЬйшемъ случаФ иепосрелственныхь 
наблюдешй. 

Положимъ. что для опредфлешя иейзвфстной х произвелено было большое число 5 не- 
посредственныхь, однородныхь и равнаго лостонпства изифренй и что результаты освобож- 

дены оть постоянныхъ погрёшиостей; въ такомъ случаф дая опредфлешя х мы иыфемь $ 

уравнешй: 

Т=а,, Х=0,,... т=а,,... х==а, 

мзъ которыхъ не имфемъ причины предпочесть олнихъ передъ другими; величины < раз- 
нятся между собою на случайныя ногрыпности наблюленй » потому наив годнфйшее опре- 



дфлеше величины х должно быть составлено симметрично изъ величинъ и; по такому за- 

кону, который соотвфтствовалъ бы свойствамъ случайныхь погрЬшностей. Полобные выводы 

носять вообще назваые среднихъ; ихь можно охактеризовать ТЪмъ, что они опредфлаяются 

чрезъ данныя величины а; помощю уравнешя 

ЕЕЕ.... ЭР, а... а), 

гдё Е озвачаеть вфкоторую симметрическую Функцио, а # есть средйЙ выводъ, поставлеи- 

вый въ первой части уравневя на нфсто всбхъ величинъ а; Функша Р бываеть обыкно- 

венно однородная; въ такомъ случаф первая часть уравнешя обращается въ [", гдЬ » есть 
степень однородной Функцзи, и`средн!й выводъ получаеть видъ: 

таковы средшй геометрическ выводъ 

$ у“ 

и средн выводъ изъ л—ыхъ степеней: . 

Мы видфли выше, что изъ свойствъ случайвыхь погрышностей дая всякой нечетной 
ФУункщи Ре слфлуеть услове й 

` еее 0, 

которое распадается на иростфИния вида: 

+= 

| зАфе4Е =0, 
ое 

га п есть число нечетное. Есан погрьшности виъють вполнф случайный характерь и если 
число. наблюденй безконечно велико, то это услоше, какъ мы видфаи, равносильно 
съ уравнещемъ: 

У 
= 20. 

5 

Пра обыкновенныхь обстоятельствахь мы не имфемъ права сдёлать такого заключешя зъ 
точномъ смыслЬ, но если наблюден!я хорошо освобождевы отъ постоянпыхь погрёиностей 

п 
п еслы число ихъ значительно, то естественно допустить, что рае, если не равна нулю, то 5 Е 
вокрайней мфрЬ имфеть чрезвычайно малую величину. Поэтому, называя черезъ =, Е, .. Е, й и аз 88 +. р. 
погрЫшности ьъ опредфлени величиць 4, д, а,, будеть весьма вфроятно опредфлеше 



х изъ уравнеш х — а, и; — а, „Вох уеслоемъ что сумма 
нечетныхь степеней ногрёшностей с; равна нулю. Называя величину а: опредфленную такимъ об- 
разомъ помощю степепей 22 — 1 черезъ Ё,„_,, получимь для опредфленй Е,„_, уравнение 

Е (Бы а" 

гАБ зиакъ У распространяется на всф значешя 2 но порадку паблюдешй отъ 1 40 5. 

Въ простЬйшемъ случа$ т ==1 мы имфеыъ 

У —а, 
откуда 

о ааа, 
&=— 

8 

При исякомъ другомъ значещи т уезове У:/”-*—0 приводить даа опредёлешя В 
къ чрезвычайно счожнымь уравнещямь высшихь степеней м не даетъ дла величины 2. 
соотвфтетвующаго простфЙшато средняго вызода: 

поэтому иаивыгодивйшиюъ результатомь считается весгла выводъ &, который называется 

средним приометическиме выводомь пли ариометическою средою. Ариометическая среда есть 
безъ сомнфыя самое простое и самое естествешюе 030 всфхъ возможныхь сочетаний и по- 
тому издавна употреблялась дяя опредфлешя неизвфетвыхь изъ многочислениыхь непосред- 
ственныхъ данрыхъ. 

$; 
Погрыжность ариеметическато вывода есть т. вфроятность, чтобы она равнялась именно 

нулю белкоцечию мала: по эта погрЫшность необходимо очень мала при большомъ числ хо- 

рошего достоинства наблюдеши. Чтойы показать яснЪфе значеше средняго ариеметическаго 

вывода въ зависимости оть чисза и достовиства наблюдешй и вифетБ съ тбыъ онрелфзить 

блатопадежиость его въ сравиеши есь аругинн выводами, онредфаяемыхи изъ условй 
2:10; рышнуЪь сафаующ обийй вопросъ: найти вфроятность предиоложейя, что сух- 
ма почетныь степеней случайныхь погрышиостей наблюдений? пе прельшилеть лацнаго пре- 
дфла. Этотъ важиый вопросъ быаъ разрьшена, Чанласомь дя суммы первыхь степеней по- 
грЫшпостей; его рывее предеставляегь намъ едниственое и совертеяно полное доказатель- 

ство правмаа арибметической среды. Весьма легко обобщить анашизь Аанласа и нрияфинть 
его кь сумы всякихь вечетныхь стененей. 

” Во 

Прежае ивжели пристувниь кь разрышенню иредложениаго вопроса сафлаемъ небольшое 
отступлений» дчя того, чтобы приготовить нфкоторыя Формулы. чеобходиныя внослфастви. 

Сафлуя общепринятому оболначению, полозимь: 
2 
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Гу“ 
® 

ии в (р, 9); 

‹ опредёленные интегралы В (р, 9) и Г(р) извфстны подъ именемь Эйлеровыхь интеграловъ 

перваго и втораго рода. Если положимъ д 1: въ выраженши Г (р) и уе. въ выра- 
1-х 

женн В (р, 4), то найдемъ: 

гр = 

В (р, [инк 

Разложене по частямъ ет Г(р) даетъ ее 

Г (р)=@—9.Г@Ф— 4. 

Вставимъ въ Г (р) выфето х величину из и выёсто 4х величину и4з, получимъ 

имет 
: 

Положимь и-=1--2, и замфнимъ р сумною р--4, тогда выдеть: 

1 1 Ел а БР-ЕоИ | =" че -0+9: 44; 

о 

помножая это выражеше на 2? '4х и интегрируя между предёлами 0 и <>, найдемъ: 

® = = 

е-‘а+о-е +9 фроте | тв. Ге 

изн 

РЯ. 



и. 

откула получаемъ наконець извфстное соотношене Эйлеровыхь интеграловъ: ‚ 

Г(р). Г). 
Г(Р+® 

эта Формула, по причинВ Г {1) =1, обращается въ 

В (р, 9) = 

Въ случаь Р=9=5 

[ О Гена ры 

отеюда полузимъ 

г ($) =У= 

Поставинъ въ выражешн Г(р} выфсто : величину 2 и слЪд. зыфсто 4 выражене 24, 

тогда будетъ 

а 
Г (2} =] а ба 

. 

= 
* + 

при р=1 это уравнеше служить къ опрелфленню интеграла [. ар и мы ныбемъ 

< +=> 

— Е" — 

Г. ба Ут» [| аут 
* —® 

„Даля всфхъ цфлыхъ и положительныхь величинъ р имфемъ 

Г{Р) =1.2. 3... (р 1), 

сафл. для нечетныхь чиселъ п ичфенъ вообще 

| р 
зи @ 1.2.3. 

* 

в 1 а 
Ивтетгралы 2 [^. а при четномъ л будуть зависфть оть Г (3) ==\У т; потому что 

° 

в} 
Е въ отомъ случа р = не можеть сократиться # мы инфемъ: 



— 12 — 

< 
яв, пин Г Ш и-ф1, (в #1 3 5 3 [= ит (= Г (“5 > 55 

. 

1 а Г (3 

и сад. пря четномъ п вифемъ 

2 ие, 135 31 

82 2 

Такимъ образомъ при всякомъ т вьзходи: 

< В р 
ре" 4 =1.2.3.. (1). 

2т —Р 335 2т—3 21 
2 | . @ 5 > э.-: 

^ ® 
В в 

Изъ уравневя ь 

ори =уУ= 

слёлуетъ очевиляо 
© 

{> и, а [ги ут, 

° 

отсюда 

Ге +8 И) аи У= 

и, подставивъ сюда выфсто а мнимую величину а, гдЪ :— /— 1, получяиъ 

© 
—_ |. сов Заё @ — 

Рьшене вопросовъ. зависящихь оть большихь чиселъ, приволигся по большей 
къ интегралу 

, 

|" 4 
. 

# части 
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: о з 
По свойству Функц е убывать чрезвычайно быстро съ возрастанемз {, этоть интегралъ 

даже при посредственныхь величинахъ { чрезвычзйшо мало ‘отличается оть своего пре. 

\т й 
5—; велючины ого вычисляются приближенно помощио рядовъ. Таблицы ве. 

интеграла 

внь дфла 

наи интеграла 

и дополнитезьнаго къ пему 

” 
ы 4 такъ уже иало можно найти во мпогихь сочинещяхь. ') — При {= полограаь [ 

8 

отличается оть —>-, что разность 2 
. * Е ив —в 

+= | па [| а. 2 ь . 
выходить менфе 0,000000015; даже при {=3 разность эта весьма незначительна; она менфе 

0,0000196; такимъ образомъ въ приложещяхь ножно безъ заыфтной погрышвости замфнять 
предфлы интеграла, если они ие менфе 3-хъ али 4-хъ, безконечностю Понатно что тоже 

свойство имфють интегралы: 

= - > 
Вет Ша 

[г е ы @ „| й воз За 4, 

° ° 

хотя и не въ одвнаковой степени. 

1) Веншег Азбопопивевех ЗаыЪибь. 1834. Оснозашя Теори Вфроятвостей Бунявзвокаго. Ехчиюи @е 1а Тьбоме 
4ез Свалсев раг Сошгое! а пр. 
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$6. 

Нерфдко вужно `бываеть исволнять многократное интегрироваше такимъ образонъ, чтобы 
предфчы распространялись ва всф значевя перемфнныхъ, удовлетворяющя нфкоторымъ дан- 
вымЪъ условмямъ; такое интегрирован:е можио привести къ безконечнымъ предфламъ помо- 
щую према предложевнаго Дирикле. Изложимъ глевныя основашя этого према. 

Если въ опредфденномъ интеграл 

< 

| ши 
а 

° 

замфнвыъ а мнимою величиною а == Ы, то получимъ 

а = 
ше. 

отАВляя въ этомъ выражения лёйствительныя величины отъ мнямыхъ, иайдемь 

= 5 

обе ув [стве : : ЯР "=уы 
. . 

Номножниъ второй изъ отихъ интеграловъ на 4а и возмемъ интеграль между предфлами 
в ио,, тогда позучимъ 

ат -а#. 
[* * зтёхах = аго9 *— атс 9 т: 

положим здесь а, => и а, =0; тогла 

> 

[= вх. 
Еа 

о 

Къ этому опредфленному ин-егралу приводится 

< © = 
: 4х Г: ак Ел. 

с ъбеткос = =} (Фа) = + $! вт (6 —ат Е 

* ® 

иры 5`>0 оба интеграла во второй части положительны и равны 2 сад иЪ этомъ случа 



Е ее 

во есзи $ < а, то второй интеграль перемфняеть свой знакъ и мы получаемъ 

эт бр совах— =0. 
х 

° 

Изъ этого мы заключаемъ, что интегралъ 

2 [пьгнок ЧЕ 
т уе 

равняется или единиц вли нулю, смотря потому будетъ ди $ бозыне или меньше и; или 

еще проще интегралъ 

ВА сон — 

будеть равенъ единиц дая всфхъ величинъ А, заключающихся нежду предфлани == 1, н ра- 
венъ нулю для всвхь другихъ значенй А. Заифняя въ интеграл 

> 

[ты = ы 
Е 

. 

хйбх его выражешемъ чрезъ показательныя Функщи, можно получить друпя выражешн. ныф 
ю1фя тоже свойство. 

сы ах 
эры — я 

если положниъ во второмъ интеграл х = — х, то получвиъ 

г > .—= += + 
ог ах _ [289 ар (9 ар _ (68 ах ах 
2 | тбл —- - - - т: 

х Л] 1х ах гх : х 
=“ з О -_® -=® 

при помощи этихь равенствъ пайдемъ 

> += + 
ах _1 ‚47 _ 1 в ФЕ : де ба ву „обо сонох г Г. х & |. 5: 

° <= — = 

или 



6 > 

Ь- += В 

| ны Гете 12 
. Е 2 _® 

В 

„равенъ пулю или единиц8, смотря потому будеть ли &` бозве или менфе единицы. Этимъ то 
сройствоит. 

1 
= „полькке 48 вла 1 оке Авто. 

© 

пользуется Д’рикае дз преобразовашя многократныхь интеграловт. 
Пбложинъ что требуется найти интеграл — 

"= [[[- - Ф (2,5... 8). 4 4=,... 4). 

распространяя прелфлы на всё значешя перезфиныхь 2,, 2,... х„, удовлетворяющйя условю. 

что, нфкоторая Функщи /(2,, 2;... 2,) этихъ перемфилыхь не превосходитъ по числовой, ве 

ие 2,) личаяЪ даннаго количества 7,, тогда дробь не лолжна выходить изъ прелфловь 

== 1. Этому очеввано мы можемъ удовлетворить, помножая каждый элемептъ интеграла. 

У па ФунЕВНО 

Е [зы 605 ый 2 ванат Е 
Е т = у В 

и аотомъ распространяя предфзы витегрировашя относительно :,,1,...2, на вер возможны 

`величины этихъ перемфикыхь, т. е. ъзавъ ихь оть —<о ло {-с>, потому что при этомъ 

унизтожатся всЪ эзементы, для которыхъ / (2., 2,... =,) > 7., 1. 0. мы получаемъ 

а [“еаьм] в... 4, 

пав 

х 
Если положаиъ ЕЕ ах в 4т—= ̂, 4х, то выдеть 

й 
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ы + 

2 зтт, & Е И -..Ф(ы,:..1,) 608 [веб | в... 4 

чаи 

+> + > 2 и : 

= а< `4-..2,}.$ т= т вйг, я Г ... Ф()&,я,...2,) ея Гы нь -и.я) * аз. 42... аа, 

—= — 

Выражешянъ Т можно дать еще другой видъ, замётивъ что 

на основаши этихь разенствь получимъ: 

+ © += . 

т Г а { низа || [ ...Фы, 2) 008 [1 Гы оз) | Ча аа... аа, 
| . '’ —= 

мая 

+; +9 

а в | 1 да ща, 
Зы 

По причинВ лвойнаго знака при показательныхь Функщихъ во второмъ выражеши У, мож- 
но разсматривать первое выражене, какъ частвый видъ втораго: въ самомъ дфяБ сзожизь 

< 9 (2, 2... $, 
ава раза выражензя . взятыя съ противоположными знаками сперва при е Ги вв, 
потомъь при в” показательныя Функши замфнятся косинусама и предфлы можно будетъ 
привести къ одинакимъ, распространяя ихъ относительно « оть 0 до с> и умножая интег- 
ралъ на 2. 

Если требуется, чтобы предфаы многократнаго интеграза распространялись на такуя ве- 
зизвны перемфнныхь, дая которыхъ Функайя / (2.2,.. 1,} оставалась бы менфе у, и 60- 
4Ъе #,, то множитель & должяо опредфзить язъ услова: 

ато а-я Г. ь Г 

тдВ для сокращешя / означаеть ФункцИо / (2,, 1,... 2); пре такомъ услови Фувкщя / дБй- 
слвительно обращается въ г, только при #=——4 и въ г, при А=-1 и вЪ промежутк® 

— 
этихъ значенй постояняо возрастаеть оть г, до г,, потому что производная т. 

всегда положительна. 



".Опредфлия А находинъ 

я 2+. и, если ноложныъ для сокращенля ЕЯ и —= 1, интеграль 

7 [| [9-е 

опредёденный подъ ланныии условями обратится въ 

ГЕ [2 =; 
1 “ИТ Фе Тв 4%... 44. 

Е 

х 
Положниь — = я; тогда т 

ре о 
7—1 Г эль. с 1 4% ПТ „Фе Иа ак... ва, = а 

дн а 
+: 

— выражешемъ з Т ва ду, или, замфная 

+ +>® (+ = 
В 

о Г“ | ет 9 да МТ -.. Ф. еда, 4а,... а, 
—: —< — = 

„Двойной знакъ при у показываеть, что хункцая Г не изифияется отъ перемфны -- уна—у; 
сяфд. можно взать 

+ += + = 

1 ры ча [[[ 22. Ф. е 1 аа, Фа, 4, 
° — — = 

Отсюда заключаемъ: 

+= о 
ау _1 Е ; + [9 = ... Ф. #4 4ъ... 4. 

ыы = № 

Раземотримъ въ частномъ слузаБ однократный интегралъ 

у [+= 4. 
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Пусть его требуется взять относитезьно 1 между предфлами $ и 20; призагая къ этому. слу- 
чаю теорему Дирикле, мы имфемъ: 

1=%9 т 1 9 2,; ау г я. >: тя 

# 2 + 35 

у— [== К ето 
р . — —= 

- +5 + 

речь [+= с а. 

Рае —= 

. аг 
Если усзове состоитъ въ томъ, чтобы = равнялся ло, то = Физ у=Е 

полузаемь выражеше, извфстпое подъ назвашемъ теорены Фурье: 

т иене .’ 

Знавъ величипы у можно измфнать вЪ одно время съ перемфной знака {, не измфняя ве- 

аичивы Г; сл5д также 

+= += 

рее 
— — 

+= +5 

[а [+ гц; 
ть 

или, соединяя оба ие Фо въ олно. 

и: & 
= -Г. ча т Фи сов (в—1,) а. а 7 [2 Г 42 ия (3 — в) 4. 

Такъ какъ здфеь х можеть имфть велкую данную величину. то, слфаавъ перемфинымь 

30-2, вифемъ : 

Е 
42 [ аа || Фа. [ аа Г 4 сх (1—2) я. аз. 

РЫ 
Отъ вышеизложеннаго легко перейти къ болфе общему случаю, когда предфлы интеграла 

И ... Ф. 5 Че... 

должны распространяться ва так!я везичниы перемфнныхъ 2,, з,.. 2,. для которыхь ифко- 

торыя Фувкщи (, /,... /, этихь перемфниьхь соотвуственно не выходять изъ предфловъ 
=; -1;..=г,. Ирилагая въ такомъ случа$ теорему Дирикле къ каждому условно, нифемъ: 

3" 
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® В 
7=(2)* зих, ры тЫ. Фей Асы о соз Ги а Чл, т, .. Чт, 

Е В ” 7» 
5 

пли Е 

+%> += += р +> у 
1 4х, а, к ЧТ веря 
с [вто =. [= а зп =. ...Фе й 

= о © ео 

Е т, й 
положвыъ = а,; 42, =, 4а,; з. а,. ат, ==т,4а, и т. д. 

з о 

с. [= =„— =]. -Ф. вов. 08 [у9х. . во [хи Чт, 4%,...@2,, 

+> 

с, д 5 - Фе Ио ЕЕ а, аш. ав 
— 

или, выражая помощю 4х,, 4х,... 

+7 + +, © += 

Ре в |= а, 4. иль] ...Ф.совра, соз[уаь... созГ т, а, Чт,. . Чт, 

—& 

7 + 4. © о += 

Ио а, [№ ;[е.] * нал | Па, [ма ый |. и ея ок 
ы „, >, т, —® = = 

Подобнымъ же образомъ можно обобщить в вс друмя выражешя, выведенныя для одно- 
го условя. 

$7. 

Обратимся къ изысканю вфроятности предположешя, что сумма нечетныхь степеней по- 
грьшностей многочисленныхь наблюдешй заключается между данными прелфлами Разсмот- 
римъ сначала рёшеше этого вопроса тбыъ способомъ, который Лалласъ прилагаль къ рЬ- 
шеню вофхь вопросовъ подобнаго рода. 

Прелставимъ себф. что выражене 
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тд $ есть цфлое число. разложено по степенямъ х и пусть будеть А; коэфФищенть при 2'. 

Если бы мы исполиили это разложеше помощно простаго умножев!я я до ковца не соеди 
няли бы подобныхь членовъ, то коофоищенты при степеняхь 2 оставались бы до конца рав-^ 
ными едвницамь; изъ этого мы заключаемъ что А, означаеть число членовъ разложеня, 

показатели которыхъ, содержа $ слагаемыхъ взятыхъ изъ рида ведичинъ Е”, г"... =”„, рав- 

ны {. Ясно, что въ разложеше войдуть всф возможныя суммы такого рода и слфд. А, есть 
число всевозможныхь сочетанй изъ количествъ =,", в"... =”„ съ ИИ НеЕНАЯ 
ряющихъ условю, что сухма входящихь въ нихъ членовъ’равна {. Пусть 1, Е,... &„ означа- 
ють всБ возможный равновфроятныя погрытности наблюденй, число которыхъ есть” з; тогда 
А; будеть выражать число случаевъ, благопрятныхъ предположенно, что сумма п—ыхъ сте- 

пеней погрёшностей равна {. Если положивъ х==1, то вторая часть разложешя обратится 
въ число вофхъ возможныхь предположенй о величин {, которое, какъ видно изъ первой 

А, части разложеня будеть равпо п"; такъ что э# выразить вфроятность суммы я—ыхъ сте- 

пеней, равной { Чтобы распространить это заключене на случай неравновфроятныхь погрёш- 
ностей, позожимъ, что въ ряду в, =,... находится а, ошибокъ разв» Е., 9, равныхъ в, и 

т. д. Тогда ввроятвость сунны { спрелфлился изъ разложеня 

[5] 
. Въ этомъ случаб коэффищенты а, пропорщональны простымъ вфроятностямъ 

суныф чаеновъ вида Ад’ 

соотв тетвующихь погр5шностей; если означвиъ эт вфроятности черезъ В, я вфроятиости 

сумиъ п—ыхъ степеней погрёшностей черезъ В;; т. е. положинъ 

В ы ь (2 
предыдущее разложене приметъ зидъ: 

я 
[У а“ ] = сумиЪ членовъ ввда В,’ 

иВ 
а; С 

Если иежду погрьшностями &; находится одипаковое число положительныхь и отрица- 
тельныхъ. инфющихь при одинаковой числовой велизин® одинакун вфроятности, то всякому 
положительному показателю { будетъ соотвфтствовать иеобхлодимо отрацательный — Г и коэФ- 

Фищнты при членах их" булуть одинаковы, такъ что въ этомъ схлучаф мы получим, 

распространяя сучму Х на прежие аредблы: 

1 28 м] 1 = ы ть 

Ве 
злфеь п предполагается по’ смыслу залачи числомъ нечетныиъ. Слфлаемъ 7= 

(на 
Ире переходВ къ непрерывному намфненио величины &, сумма обратится въ интеграл, 

распространенный на прелфлы возможныхь погрёшностей и В;—=фЕе‚, сзЪфдовательно 

$ зленовъ вида В, (их: 

в 

суныф членовтъ вида 2В; с08 



+а 

[/" 03 =". «|. суммЪ зленовъ вида 28; с0з #, 

или: по свойству Функщи 9 
: р 

. 
{= с05 ="0 4 | = сумыф чдеповъ вида ЭВ, соё 

‚_.Дая-отлфаеша. вфроятности В; воспользуемся свойствомъ опредфленнаго интеграла: 

т т : 

‚Гея. сз |= а) 6. Фу [вы ва, 

ы 
который обращается въ > при Л=[ и въ нуль для всфхъ цфаыхъ значешй! и). Такъ какъ 

сумма во второй части нашего разложешя также непрерывна и Г имфеть всф возможныя 
величины между азвфстными прелфлами; то для того, чтобы приложить свойство этого ин- 
теграда къ нашему случаю, допустимъ что величина { возрастаеть на безконечно мазыя по- 
стояиныя разности , т. е. имЪеть величины: 0, == 4/, = 241... (4, (1+4) .. Подстав- 
азя выфсто { величину #4, гдф { есть для всфхъ значенй {цфлое число, и сдблавъ 04/— 1. 

получинъ 

+= 
. 

Г ФЕ сов Е" «| — сумы заевовъ вида ЭВ, соз #}. 

Помножинъ обф части этого равенства на с0з #4} и возмемъ интегразъ отъ }==0 до += т. 
тогда во второй части останется только ЁЯ,. 7 и сл6д 

и, полетавивь опять # 6, 4} = 4. а[, получимъ 

= += 

ы | в. & [+ 605 #70. «|= р, 4. 

‚ Таково выражене вфроятности, что сумма нечетныхь п стенепей погрфшиостей наблюде- 
в равна числу /. Чтобы найти вфроятность, что эта сумма заключается между прелЪлами 
+ (. должно очевидно взять сумму вфроятностей 8; между этими иредфзанн в, такъ кавь /из- 
иФилетгсл пепрерывно, то мы имфемъ 
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В а 
р Г“ [= сз ® 4 [ [== свя = «| 

$8. 

Этоть пруемъ, который Лаплась постоянно употреблялъ для рёшешя вопросозъ подобнаго 
рода, въ сущности одинаковь съ болфе общимъ в удобнымъ способомъ Дирикле Чтобы 
приложить этоть посд$днЙ способъ къ рёшенно нашего вопроса, замфтимъ, что если вЪ- 
роятность какой нибуль погрфшности =, есть сеще;, то вфроятность известной системы в0- 
трёшностей =, 20... , выразится произведещемь 

Зе, Ф2,.--. ФЕ,- Фар ь..- ЧЕ, 

и вфровтность, что погршности заключаются межлу нфкоторыми предфлами будетъ: 

в. [Г ..> Фе ФЕ, -.- ФЕ,. 45, . ЧЕ,... 

Согласно съ требовашемъ вопроса интегралы должно распространить на всё величины =, 
для которыхь =," -|-‹,” +... в,” заключается между предфлани-=|, иля Функщя 

Е 
1 

межлу предфлами -=1; по этому помножая элемеить интеграла р„ на функцию 

ром пе..." ы ==. рава а -еы, > - 7 

1. ы полагая = и отдфляя интегралы: относительно каждаго перемфннаго, позучимъ 10 спо 

собу Дирикле 

+> += 

ка [= [> р в, [= * ве," сны 4; 

нри иечетномъ п имфетъ очевидно 

+= += 
^ 

{ 9 а @,= т Е, 008 =," 942, 

—= — 

и, такъ какъ всф интегралы относительно & между одинакими предфлами равны между со- 
бою. то мы имфемъ: 
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Е [в № фе. 605 =" « || : 

наковецъ, подставляя 

+1 
1 

—5 | с034. ый 
—& 

мы получныь еси Е 

„= | «Г 208840. - $=. 603". 4 ] ет р, 4. 

—#: 

Дифференщаль Р,41! означаеть, какъ мы видфли, безконечно малую вфроятность суммы (; 
производную Р, можно поэтому назвать относительною вЪфроятностио суммы {. 

$ 9. 

Для приблаженнаго исчислен:я Р; разложимъ с05="8 въ радъ 

: ет 0 =4® в г" 06° 

1—5 Раза ТаЗАБВт 
и положимъ вообще 

мы уже видфли, что козичества р, суть средше ариеметическе выводы изт, степеней по- 

грыпиостей в что дая нечетныхъ Е пыфемъ вообще и, =0. ЗаыБяяя 20 ="0 го разложе- 
племъ полузинъ , 

1: 

предиозожимъ число $ наблюденй столь большинъ, чтобы можно было пренебрегать чле- 
нами лфленными на 5, и расподожныъ исчислене такимъ образомъ, чтобы обнаружить 

вЪ выражени Р, подобнаго рода члены. ви всего преобразуемъ степень 

ый ыЮ "Ще 
р т 2 +1 2.3 | й 

въ показательную Функцио на осиоваши уравнешя: 

999. 

? ‚ 
и в— т Ре | о 

= 



разложивъ 19 @ въ рядъ, позучинъ 

ы 
1 Зал Зан"- бы в: ме ь г 
| 5”. [ее вв +. вая 

й возвращая снова вторую показательную ФункШю въ Форму ряда: 

= 

= Г. А с, — аа Т — аи | 
сов В 40-4) 68 8 сов ЮВ] 0°е 8 ев... 

. й 

гдЪ А, В-. суть коэфФищенты не завислийе отъ $ Положимъ т 0—1 и саБаовательно 

‚ получимъ 

МЕг- пая (и т в) р ПИ 

Е Е ь п —20 
Козхфищенты М, №... выражаются очень просто помощию интегразовъ вида | фе о, 

®— а. \ 
ав 

но ифть ни какой надобности раскрывать этихъ выраженй; безъ этого видно что они имЪ- 

ютъ не ботЪе какъ посредственную везичину, поэтому мы можемь при болыпомъ я отви- 

м М 
нуть чаепы —, -; м пр. тогда 

8°5 

ъхоляниИ сюда опрелфленвый внтегразь равень ($5) Ут, 256.. 

и потому 

Илъ этого выражешя мы можемь заключить, зто, согласно «ъ свойстиами слузайныхь 
погрёшностей, наизфронтнфйшан величина суныы нечетныяь степеней погршиостей при 
бозьшомъ числ паблюленй есть нуль. Если бы мы имфля право допустать эту Формулу ля 

всякаго числа наблюден!й, то, полагая въ ней $ =—1, нолучиди бы, относительную вфроят- 

ность каждой погрфшности 
4 



то, какъ Увидимъ ниже, для случая когда п —1, бызо доказано Гауесомъ на основания 

аругахъ соображенй 

Вставаяя найденное выражене Р; въ везичину р, получичъ 
Ё +Е В Ра 

р [ва 2| ви—\/ 2 -[: Рьн ай 
ы ты ты . к 

слфлаемъ 
в г уе 
эс! Ур, к Я 2. 

тогда выдетъ 

Таково выражеше вфроятиости, что Хё;” не превосходить въ числовой величинь предала 

=—— ХР 1у2 
15 РУ 244, или. что средоля величина = не превосходить Ув, 

$ 10. 

При поередственныхь величинахъ /, напр. при : = 3. 4.., вБроятность р, становится чрез- 
а 

вычайно близкою въ достовфрности и мы можемъ быть влолнБ увфрены что = не пре- 

4 
взойдеть предфла ы +". Мы видимъ, что величина этого предфла булеть тфиъ менфе 

в слбловатечьно предпохжожеше Х=/” = 0 тфэь благонадежнфе, чфмъ боле число паблюде- 

ий и чБыъ менфе средвяя величина ,„. При л==1 получаемъ вфроятиость 

: 
шв 

ва |. а, 

` 

— = 
$: 12 

что погрышность арвеметическаго вывода а пе превзойдеть предфла ть Такъ какъ 
* 

погрёшности наблюден бываютъ обыкновенно очень малыя величнны, то вообще „< и: 
сафдовательно съ большею вытгодою можно бы было опредфлять нензвфетныя изъ ‘непосред- 
ственныхь наблюденй на основани предволожен!й $,” =—0© при п большихь единицы, по 

мы уже замфтили. что это приводить къ невыполнимых исчислетямъ Изъ таблиць внтетрала 
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$ 
. 

| @ 
у ® 

помощию ивтерполировамя находимъ, что этотъ интеграль равенъ 1/;, когда : — 0,47694; 
с5фл. съ олинаковою вёроятноспю можемъ ожвдать, что погрёшность аризиетическаго зы- 
вода будеть больше или меньше 

2=0,47694. уз. ус тме-\/ ше: 

везичиву х называють влролтною ошибкою. Для всякой величины вфроятности р., погрёш- 
ность ариеметическаго вывода обратно пропорщюнальна квадратному корню изъ числа на- 

блюдешй и прямо пронорщональна количеству У в,, которое Гауссь назваяъ среднею 
ошибкою. Когда способы пабаюдев!й весьма точны, то ошибки бываютъ очень малы, сафд. 

и средняя ошибка есть очень мазаа величина; если иритомъ уроизведено значительное чи- 

12 
сло наблюдешй, то нанбольшая возножиая погрёшность аривметическаго вывода —\ 

, 
даже при { равномъ 3 маи 4 весьма незначительна и въ этом случа ны можемъ съ до- 
стовёриостйю полагать. зто дфйствитеьная погрышность будеть менфе этой величины; сафл. 
сочеташе непосредственныхь наблюдей по правилу арчеметической среды освобождаетъ 
результать огь выяшШя случайныхь изыфненй тфыъ въ большей мЪфрь, чфиъ точнфе способы 

паблюденй н чфуъ бодфе число нхъ 

Средняя ошибка У р в вообще среднЁя везачины р,„ могуть быть приблизительно вы- 
зислены изъ такихь наблюденй. дЪйствнуезьныя пограииности которых изьфстны. При до- 

статочномь числ такихъ наблюденй ножзно иитегралъ 

+> 

ро Г ф=. "4 

замфаить суиною 
ИЕ 

я 

Чтобы сулиль о томъ, какой погрфшности можно ожидать отъ такого замёненя, рЬшиныт во- 
просъ позобный предылущену: онредфлимъ вфроалность, го сумма четиыхь степеней по- 

грёшиостей ие выходигь изъ данныхь предЪловЪ. Есзи возмемъ дла показатели степени 

погрЁшности вообще 1флое число п, то въ этомъ вопроеф будеть заключаться также дру- 

гой, относящся къ незетнымь значеняхъь п, именио опредфлеше вЪфроятности, что сумма 

чечетныхь степеней погрннностей, взятыхъ съ одинакихъ знаконъ, не превышаетв дап- 

наго предфла. 

и. 

Вфроятная величена сунны четныхь степеней погрёшиостей, или нечет 
ы с р 

одинавимъ знакомъ, безъ сомнфня не будеть нуль; поэтому возмемъ интеграл Г 

твыхъь ВЗяТыХЪ СЪ 
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"= [|| > 95 96... 96. б 6... 

между такими- предфлами, для которыхъ сумма +, па," ...-+,. члены которой взяты 

существенно положительными, не выходить изъ предёзовъ 5,==/. Къ рёшен!ю этого вопро- 

ся`можно прифивть. Формулу ($ 5. 

4: 

+1 +> 

та = |“ 5. Ф. И да, аз... 

Въ нашемъ случаф { инфеть очевидно тоже значеше, какъ и въ этой формул; 9=5,; 
ара... а,” и сад. 

+? +® + > +” 
1 —(5, Г ый ” 

= |“ |. а] [ше м | [мы 
—! —> >. —= — 

величина Р, 4у означаеть очевидно вфроятность, что сумма =," | =," +..-- =,” равна именно 
числу 5, гы уни, есть относительная в$роятность такого предноложеня. Означимъ для 
краткости: 5, ру *черезъ Ен сфзаемь пряближениое исчислеше Р,, пренебрегая членаия 

= 
ог 

ДЪленными на очень большое. число наблюдешй г Разложимъ въ рвдъ функцию е в оз- 

+= 

начимь для нечетнаго и нитегралъ [ Фе. "4, въ которомъ, но условйю, =" для вофхъ вези- 

—=- 

ЗиНЪ = взято съ положительнымъ знакомъ, черезь р; т. е. положимъ 

и, = з| =" ЕЕ; 

эта величина „ для нечетиаго п будеть отлична оть введеннаго прежде обозначещя ея, 
при которомъ р, было всегда равио нулю. Такимъ образомъ получимъ 

+= 
1 — Ри . а а. , 

я | [вых вы Зе. |4 

обращая степень ряда въ показательную Функцио и довольствуясь въ ноказател® второю 
степенью х, а остазьныя члены обращая снова въ рядъ, найдемъ 

2= 
—= 

я идыи & 
Е ИА; ва {рая 
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тлф А, В... сут коэфФЯЩенты не зависяшуе оть 5 

а + = = 
и = т о в в За = Г 2 Зам... 

Доролняя показателя при е до полнаго квадрата, найдемъ 

ыы НГУ ГЫ] — в») =" += 

т ре а [ у +у к дааа, [“возчь--.. 
—= — 

ва 

еслв подставимъ на мфсто показателя при е подъ иатеграломъ величину — {й, то будеть 

4 = 4. У 

и мы получинъ: 

+= 
В 

Отбрасывая злены ы в и пр. и заыфнивъ интегралъ Й е` {4 его величиною У, по- 

дузимъ наконець вставляя везичину Г: 

} _ Фр ы 
р = 2 вы) 

Ут вы. — в. 

Изъ этого выражен видно, что вЗроятн пая везачина суммы 5, -- у = Ха" есть зи,. с4%- 

довательно вфроятифйшая величина еы есть в„. Мы означали черезъ 5, какую вибудь дан- 

ную величину; положйвъ теперь 5, —зв,, пайдемъ для вфроятноств, что =^ равна зы, --у. 
выражеше 

1 ЕН 
Зарин”) р’ .е 

я ивы 
Вфроятность р’„, что сумма =” заключается иежлу предЪлами 5-51, будеть уогда 

: 
+ В Ей 

‚ , 1 бы в) р => ау = [. 1» — Вы) ду 
мо" Убе (ры вЫ, 
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ван ь 

1 Е 

‚ / Е Эры Рь и 
“У и — а 

Если сдблаемь =, то получинь вброатность 
У (в — Вы) 

: 

ЕЕ 
р. = у= 

что сумна 5 :/” ве зыходить изъ предфловъ зв, = ГУ 25 р, — |), ИН, что велачина 
ха з . : 
авы предфлахъ 

Е : р] 
А в„*) в, [1 ти ')] 

Съ вфроятносцю, равной половипВ, можемъ мы саБдовательно предиозагать, что погрш- 
= Хе; 

ность, происходящая при замфневи интеграла и„ сунною —, ие превзойдеть ` 

= 0,47694 

в почти достовфрно, что эта погрёшпость менфе з\/ 

зисяЪ наблюдешй \ Е и, —*,) иыфеть чрезвычайно мазую величииу и интеграль п 

ЗЕ 
очень мало будетъ разниться оть —*. $ 

(;—в*,). При очень больтоич. 

Такимъ образомъ средияя ошибка Ур,, оть которой зависигь опредфлеше точности 
ариеметическаго вывода можеть быть вызислена изъ наблюдевый, которыхъ погрёшао- 

ств извфстны, и величина ся съ оброятиостио равпой позовинё будегь заключаться меж- 
ду предфзами 

— ЗЕ Р] — ав г. = в 8 у у г [| 0.47694 \/- (“ :)| 

— Уёр $,67449 2:1) 

или приближенно 
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Предположимъ. что между количествами а,, а,... а, пайденнымв изъ наблюдений. равпа- 
то достоинства для неизвфствой х, оказазось р, равпытъ а,, р, равнытъ а, и т. д., тогда 
средыйй арпеметяческй выводъ - 

= 
Ща фа, 

$ 

обратится въ 

риа, ри, Е 
Р-Р, +. 

Такой видъ ариометическаго вывода доставляеть намъ возможность распространить пра- 
вило арнеметической среды на тотъ случай, когда наблюдевя, непосредственно опредфляю- 

пя величину х, не одипаковаго достоинства. Мы видфли, что для наблюден равнаго до- 

сгояпетва благонадежиость результата возрэстаеть выфетБ съ чисзомъ набаюденй;: сад. по- 

вторяя набаюден!е меньтаго достовиства достаточное число разъ, мы можежъ достигнуть до 
стояь же благопадежнаго результата, какъ и тоть, который получень съ помощию бодфе 

точнаго сповоба паблюденй; такъ что, можно всё набаюденя привести къ одной ыфрё баз- 
гоналежности, замфияя результаты лучшихъ паблюденй большичъ, а результаты зудтихъь 
наблюден!й мепьшимъ числонъ паблюденй извЪетнаго достоинства т. е. умножая каждый 

результать па число, выражающее его отпосвтельное достоянство; по правылу ариеметиче.. 
ской среды пайдемъ тогда: 

гдф козоФищенты р; суть числа пропорщональныя достоинствамъ каждаго опрелфлендя а; 
въ сказаниомъ смысл. Но сходству выражешя Ё, съ ралетоянемъ оть нфкоторой плоско- 
сти центра тяжести вфсовъ р, помфщениыхъ на разстояияхъ п; отъ той же плоскости, мно- 

жители р; пазываются вфсами опредёленй а, или вфсами соотвфтствующихь имъ способовъ 

иаблюдейй. ВЪеъ ариеметическаго вывода & равенъ очевидно Хр, т. е. суммф вфсовъ от- 
дфльныхь опредфленй. Вфсы суть числа относительныя и могуть быть выражены въ про- 

извольныхь единицахъ. потому что количество Ё не измфняется отъ помноженя всфхъ р, 

на произвольнаго постоявиаго миожителя. 

$13 

за- Мы уже видфли. что довфме къ ариеметическому выводу, кромф числа наблюдеви 

висить ещё оть средней ошибки наблюленй т = уш,. Чтобы найти соотношен]е между в}- 
сомъ и среднею ошибкою, положимъ, что р, есть вБеъ вывода извлеченнаго мзъ 5, олина- 

коваго достоипства паблюденй, имфющихь среднюю ошибку т,; р, вЪсъ друтаго вывода 
изЪ 3, набаюденй съ средиею ошибкою т, ит. д. Если назовемъ через 5,. ©,... числа 

ваблюденй! равнаго достоинства т. е. выфющихь общую среднюю ошибку и, необходимыя 

дзя того, чтобы выведенные результаты ижфли одинаковую степень точности илн одинаковую 

вфроятность. то изъ вонятя о вфсахъ инфемъ: 



авы 

Ра: Ра: Рь:--- =, 

Погрёшность перваго ряда ваблюденИ для всякой данной зфроятпости пропоршональна 

чтобы изъ числа в, получить выводъ съ такою же вЪроятвосйю необходимо инёть › 

Ух Ув 
- Для. другихъ наблюдений точно также подучвиъ 

в сябловательно 

т. е. вЪеы пропорщюнальны зисламъ наблюденй и обратно пропорщональны квадратамъ 
ихъ среднихь погрЬзпностей. 

Такимъ образомъ наявыголнЪЁшее опредфдеше неизвЪстной 5 изъ уравненй 

Е» 1; Х—=0;,... Та, 

похученныхь помощю непосредствевныхь набаюдешй, БоТОорыхъ относительныя достоинства 

выражены вфсами р. р, „› булетъ 

Чтобы этоть средн выволъ лазалъ точную величину пеизвфстной необходимо 

Хр. и=0 

и такое предвол жене по ходу приведеннаго доказательства нмфеть лЪйсгвительно вЪроят- 

ность неопредфленно возрастающую съ зис4оиъ иаблюден. 

$44. 

ВЪсъ р в средняя ошибка т кажлаго наблюденя суть величины постоянныя дая извфст- 
наго способа наблюдений. Ихъ опредфзяють, прилагая свособъ наблюлевя освобожденный 

отъ постолниыхъ погрьшностей, къ измфреню точно извфетпой величины я повторяя такое 
измфреше очень большое чисзо разъ Тогда будуть извфстны дфйствительныя случайныя 
погрешности =: оиё будуть прибзизительно удовлетворять всфиъ свойствамъ. принисывае- 

мымЪъ наип случайнымь погрёшпостамъ. 



Средняя ошибка получится, какъ мы видёли, весьма приближенно, если замфнамъ. иитеграль 

в. суимою 2. и ны будемъ имфть т == $ в%съ р опредёлится` изъ уравненйа: 

Ы РЕ 

тд Ё есть произвольный коэфФищенть, выборъ-котораго позволить вёсы раззичныхь на- 
блюден!й выразить въ простёйшихъ чисзалъ, напр. освободить ихъ оть дробей и т. и. * 

$45. 

Такимъ образомъ иы распростравяли правило ариеметической среды, доказанное дая не- 

посредственныхь однородныхъ паблюденй, на случай наблюдеяй не одинаковаго достоин- 

ства; перейлемъ телерь къ изысканию наивыгодыфйшаго сочеташя наблюленй въ томъ слу- 

чаф, когда изь наблюденй опредфаяется 1 не сама неизвестная везичина, а какая нибудь 
Функшя ея. 

Положинъ что помощию равно хорошихь наблюденй найдены были воличины Д,; А,... 
А, для хункщи Е, (Х), Е, (Х),...Е,(Х) нензвфстной Х, такъ что, называя черезъ =, , г, 
слузайныя погрёшности наблюденй, мы ямфемъ 5 уравненй вида 

Е Х® — А = 

Чтобы придать этишъ уравнешямъ одинаковый и притомъ простЬЁний видъ, допуствиъ, 
что для пеизвЪстной Х извфстиа такая приближенная величина Х,, что можно, положивъ 

Х== Х, -- х, пренебрегать. второю и выслими степенями поправки 2; тогда, подетаваяя 
Х, + х выфсто Х въ вайденныя изъ наблюдеый уравнен!я, получвыъ 

Е +) —А- В) + 2Р(Х) —4 
или, полакая Р, (Х,) 

$ 16. 

Случайная погрёшность ‘наблюденЁа вообще не зависить отъ того, большую или меньшую 

величину опредфдяемъ мы помощие этого набаюденя; такъ что, если бы мы вифето величи- 

ны а; при совершенно тёхъ де сзузайныхь обстоятельствахь ваблюдади величину т, пли 
всякую другую величину, то получили бы туже случайоую погрёшность =,. Но, опредфзяя 
х изъ уравнешя 

ад — 

=; 
мы находинъ = съ погрышностно а сяфдовательно опредблеще х изъ наблюдешй, помо- 

щую ль " изыфрястся величина &;х, выходить тфиъ точнфе, чфнъ боле козффищенть а,. 

Есён средияя ошибка ваблюденя, опредфляющаго непосредственно величину х будеть т, то 

5 
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ть. опредьленя х. изъ тахихь же наблюден!й, но приложенных къ изыфрению а;2, мы дод- 

жны. <1фл. подозрьвать среднюю ошибку =. потому что всф случайныя погрышности бу- 

дуть въ этомъ случаф имфть вилъ =. Такъ какъ Веъ обратно пропоршоналень квадрату 
. : й 
2 вредней потрышности, то изъ предыдущато мы заключаемъ, что уравнению 

а: 

должно приписать вфсъ а,*, т. е. лая наивыгоднфйшаго опредфленя х изъ такихъ уравно- 
в дозжно удовлетворить условшю 

=; 
Зо; -Ё==0 или Баг, 

5; Ё а; 

`откуда, заыфневъ &; ея величиною ат -— вы получаем 

к Е ха — Ха, —0 

в наивыгодифЁшая величина х будеть 

, в. 
З$съ этого средняго вывола, равный сумы вЪсовъ оглфльныхь уравневй, будеть Ха,*. 

Полагая всё а; равными единиц, мы возвращаемся къ простому арвометичесвому выводу 

им 
. ы ы у 

Есаи вс а, равны одной и той же величинЪ А, то получится выводъ 

Хы, 

= 
и будеть очевидно означать ариеметическую среду пепосрелственныхь изнфренй величины 
фр т. е. 

Когда наблюдешя опредёляюнуя Фувкийи а,5-— 5; не одинаковаго достоинства, то назы- 
вая ихъ вфсы черезъ р; получимъ для наивыгоди®йшаго результата 

Хр: 
ы Хр 

Яегко вилфть. что уравнеше 

За, -=0 
выражаеть услоше наименьшей величипы суммы квалратовъ погрёшиостой: возмемъ произ- 
водиую оть в; изъ уравнешя :,==ах— ®;; буденъ инфль: 

«4 
4х 



и сафловатезьно 

Ха 5 и 0; 

такъ какъ это есть производная оть '/,Х=;* и притомъ вторая пройзводная этой Функци 
равна положительной ведичинь Ха,', то уравнене Ха; ==0 есть услове наименьшей вели- 
чины суммы квадратовъ Х,1; отъ этого свойства нанвыголнфйтаго результата взато дла со- 
четанйя наблюденй назнан:е слособа наименьшихь квадратово. 

$ 17. 

Условте наименьшей вехичвны суммы квадратовъ погрышиостей приводить также КЪ нан- 
зыгоднЪйшимъ опредфлешямъ неизвфстныхь и въ томь случа%, когла паблюденя дають ве- 
дичины Фувкцй иногихъ нензвфстныхь. Еслв подобно прежнему ладвиъ Фупкщамъ лнией- 

ный видъ п черезъ 21, 2. 2,. . означимъ поправки невавЪстныхь, то вс уравнеша, по- 
лученныя изъ ваблюденй будуть имфть видъ 

2, а, +4, 2, + 
ТАБ въ коэфФИЩеПТЬ @,х первый указатель относится къ порядку наблюленй вли уравне- 

1, а второй къ порядку неизвфстныхь. На основани предыдущаго, величина х,, каковы 
бы ни были прочя неизвёстныя 2,, 2,.., опредфаятся самымъ выголнымиъ образомъ подъ 
условтемь 

 — а» 

Ха, =0: 

такъ какъ тоже самое мы должны сказать но, иот, в пр., то для нпаивытоднЪйшаго 

опредёлешя неизвфстныхь должно въ одно время уловлетворить уравненянъ: 
х ; а, 5—0; Е Хана: == 0; Уа,, 5, = 0; Ха, == и т. д. 

число такихъ уравиешй равно числу неизьфстныхь ип потому совершеяно достаточно для ихь 
суть частныя производныя &; относительно соот- опредфлешя. Козффишенты 

вфтствующихь пеизвфстныхт, 2,,2,, 2,..., езфл предыдуция уравнешя обращаются въ 

Е, 4: ь 
0: =; Фит д. 2х, да, тат, 

В вс вмЪСтЬ выразатъ услоые наименьшей величины сумиы квадратовъ погрётностей У: 

Въ случа паблюдевй разнородныхь, вфсы которыхъ суть р; эти уравневя обратятся 

уравненя вила 

и выразять выЪстф услове навменымей величины Функши Эр, 

Мы слфаали зафсь эти кратыя, предварательныя замфчаня о способ наименьшихь квад- 
иеметаческой 

раговъ для того, чтобы показать тфеную связь этого способа съ правизомъ ар 

среды. Ходъ умозакмоченй. помощию котараго мы уяснил эту связь, вожеть служить эле. 

мептарнымъ доказатезьствомъ способа паименьшихь квадратовъ. 
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БАИМЕНЬШИХЬ КВАДРАТОВЪ. 

$18. 

Необходимость общаго способа для изысканя нанияытоднЪйшихь результатовъ высказы- 

вается ясно, когда изъ наблюдевЙ для исчислешя поправокъ 2,, х,.. х, неизвфетныхь Х,, 

Х,-...Х, получаются уравневёя вида 

а, а, аа т, +... + аи т, в, 0 
и когда число & этахь уравиен: ‚ обыкновенно очень большое, превосходить число неиз- 

эФстныхъ. Эти уравнен:я неспособны удовлетворяться въ точности никакими величинами 2, 
2... Жь, Вотому что количества ®,, входяпря въ нихъ, выведены изъ наблюденй и потому 

подвержены необходимо погрёшностямъ. При составлен и уравяенй  пеобходимыхь для 
опредфлешя я неизвёстныхь х,, т,... 2, должно очевидно пользоваться всфыи уравненями, 
получениыми изъ наблюденй, потому что мы не имъемъ причины предпочитать одни изъ 

нихъ передъ другими н потому что, принимая въ расчеть большее число данныхь, мы мо- 
жемъ надфяться получить болфе точные результаты. Вопросъ состоить въ томъ, какой спо- 
собъ составлешиа будетъ самый выгодный? Не зная совершенно исгинныхь величинъ неиз- 
эфетныхь мы должны очевидно признать самьъ выгоднымь такое сочегане данныхь урав- 
ней, при которомъ ззроятныя ногрёшиости неязвфстныхе имфютъ по возможности малую 
ведичину. - 

5 

До начала пынфинято столфя ве существовало общаго способа для опредфлешя неиз- 

вфетвыхъ изъ мпогочисленныхь уравнешй. получаеныхь вомопию наблюдемй. Между раз- 
личными частными пр!емами, употреблязшимися въ прежнее время извфстнфе другихъ же оде 
4е збианопя и правило Котеса. 

о первому изъ этихъ способовъ наивыголнф&шиыъ счатались тавя везачины нойзвфст- 
иыхъ, подстановка которыхъ въ даппыя уравнешя вида 

ва, Над а, |... ии, в, = 0. 
обращая вторыя части этихъ уравненй въ нёкоторыя козичества =, давала бы для наиболь- 

шей изъ с, величину, меньпую нежели подстановка зсякихь другихъ величинъ; по дал изы- 



Е”- 

скаша неизвфстныхъ, удовлетворяющихь такому условию, не было никакого общаго пра- 
вила. Лапласъ, изслфлуя этоть способъ, замфчаеть, что результаты его должны быть всегда 
очень близки къ результатамъ способа наюменьшихь квадратовъ ы что сльдовательно во- 
сафдыйЙ способъ выгодно употреблять и въ этомъ отношени. 

Котест первый обратвлъ внимаше на ло, что въ составъ результата должны входить всЬ 
наблюденя, пропорщонально ихъ вжянйю. Правило Котеса относится къ опредфлению толь- 
ко одной неизвфстной. Если назовемъ черезъ Ах потрышность вывода, взлтаго изъ отдёль- 
наго набдюдешя 

ах —0,=0, 

то погрёшность наблюденя в, будетъ имфть величину а, Ах; изъ этого видно, Что поправка 
Аз будеть при извЪстной погршности-тфмъ меньше, ч$иъ больше козфФищенть а, и Ко- 
тесъ принимаетъ а; за мБру злявя наблюден а на величину х. Выражая различныя величены 

дливами отложенными по одной прамой лини оть общаго начала в вомфщая въ коицф каж- 

дой длины вфеъ, пропорщональный соотвфтствующему коэфФищенту а,. наавыгоднфйее 
опредфлеше 2, по правилу Котеса, будетъ разстояве центра тяжести этой системы вфеовъ 

огъ общаго начала т е. будеть 

= Ва, о, 

Ха; Уи, 

Чегко ввдфть, что этотъ средн выводъ есть просто ариеметическая среда уравненй 

“х—®,==а,. предполагая, что они инфютЪ олинаковый вфеъ; въ саномъ лфяф тогда Хе, 

и мы инфенъ 

Хы; ли = 

Правило Котеса очень просто и приводить къ довольно тознымъ результатам: имъ поль- 
зовались Эвлеръ и Тобасъ Майеръ. извфстный своими таблицами лумы, замфбчательными по 

точности для Того времсан; важное неудобство этого правила состоитъ въ томъ, что оно во- 
все не призожимо въ сочетацю уравиенй, солержащихь бозфе одной неизвестной. 

_ $20. 

Вь 1806 году Дежандрь въ своемъ сочинейи «Моноейее телофе; роп’ {а Чейегпиванов 45 

суфйез ев сот@ оз" предложиль для сочетащя уразпе! сновобу паныецьшихь квадратовъ. 

Удовлетвория условямь панменьшей величины Хе; должио опредблить пеизвфетныя изъ 

уравнений 

число которыхь веегда равно числу неизвфстныхь. Составлеше такихь выволиыхь урав- 

4. 
нен!й очень просто: подставляя выфсто =; ея величину Не 

ы 4 
@;, мы вадимъ что для состав- 



: : : 9 6 : 
дея перзаго уравиешя Харе=9 вужно всё данныя уравненя, понноженныя каждое на 
: а 
свой коэффищенть при 2, сложить и сумыу приравнять нудю; тогда получится: 

<, ау” + 2, Зав, 2... + 2, 24, в. б— Ха, в, —0 
: р 4, 4; 

Совершенно такимъ же. образомъ профя уравневя Бе; 2 2х 
а ы 

2, Ха, а, + 2, Хауи* +... ть ал вн — Хаи = 0 

обратятся въ 

+ <, Ха; = Хан, 0 2, Хана, 2, Баев... 

Лежанаръ не лалъ собственно локаздтедьства, что величины х,, 2,... х„, опредфленныя изъ 
такихь уравнев;й блатоналежн$е другихъ: онъ показаль только, что въ случаё одной не- 
извфстной и коэффищентовъ п,, равныхь едвницамъ этоть способъ приводать къ обще- 

употребительному. правизу ариеметической среды; способъ наименьшихь квалратовь быль 

предложенъ имъ главнымъ образомъ, какъ очень простое и вмфстВ съ 16ыъ совершенно общее 
«средство устранить неопрелфлениость въ рьшени уравненй, позучземыхь изЪ наблоденй. 

$ 21. 

Между тёыъ Гаусеъ, независиио отъ Лежаидра, еще съ 1795 года употреблять въ своихъ 

вычисленяхъ тотъ же самый способъ и сообщаль объ иемъ изустно иъкоторымт ученымъ. Въ 

1809 году вышло’ вЪ свЁть ето знамепитое сочинеше «Тйзогёл тюиз согрогит  соеезНит»: 

въ немъ Гауссъ помфстиль первое доказательство способа наизеньшихь квадратовъ и прел- 
дожилъ способы для нечислешя не только паивытодифБшихъ результатовъ. но и отнаси- 
тельной благонадежности ихъ Изящиое доказательство Гаусса. оспованное на допущен:и пра- 
вила ариометической среды. важно особенно потому. что вЪ немъ въ первый разъь вопросъ 
© ваблюдешяхь внесенъ въ область Теори Вроятностей. 

Назовемъ по прежнему черезъ =, случайныя погрёшности ваблюден Й и черезъ фи; ихъ 
относитезьныя вфроатности, законъ которыхъ мы предположимъ различнымь для различ- 
ныхъ способовъ наблюден:й. Вфроятность при $ наблюдетяхь получить известную систему 
погрышностей выразится произведешемь ф,г. 9,е,...2н;.. $, ®, Не зпая дфйссвительныхь 
погрфшиостей, мы должиы считать самыми вфроятными тавя величины пеизвфстныхь, ко- 

торыя соотвётствують самымъ вфроятнымъ везичипамъ :,. т. е. опредфлить ихъ подъ усдо- 

втемъ, что ФЕ. $: 2. +. 2,.&, ныветь панбольшую величину. Возмемь производныя отъ лого- 
риема этого произведения отпосвтельно пейззфстныхь зезичинъ 2, 2....2,, тогда усломе 

наибольшей величвны выразится уравненяни 

Ее, Ч: 
Фе р Чхь 

которыт и должны служить для опредфлешя наивыгодиЪйшихь величиоъ 2, 2,...2х„; но для 

этого нужно знать виль Фупкщи 2;:, Гауссъ опредъаяетъ его, допуская бездоказательно 

для пеносрелелвенныхт одного рода ваблюден!й олной пеизвфстной уравненше Хе, = 0, т. е- 



‚ правнао ариеметической среды. Е одну асе х, в коэхФищенть при ней 

авиынЪ единиць, вы выбекь 1: 0. =0 ъ р: Г ах: — = - и Еромё того дая однородныхъ 

ваблюденйЙ рЕ==, =... = 9,6; изъ вофхъ уравнешй остается въ такомъ случа одно 

Уно 
9 

которое должно быть удовлетворено въ одно время съ уравнешемъ 

2н=0 

Соединяя оба эти уравневшя въ одно, мы нифемъ 

Ям) =, 

таЪ \ есть проиавольный коэфФищентъ. Это уравнеше должно оставаться справедаивымъ 
каково бы пи было число наблюден Й, т. е. ово не должно изыфняться если къ сумы при- 
бавимъ, или отнимемъ отъ нея нфсколько подобныхъ же членовъ; слфд. необходимо имфемъ 

вообще для всякаго $ 

та =о, 
. №7 
вли просто 

ео. м 

Понножая на 4: и взявъ интегралъ, позучаемъ 

А 
+= =иС 

ФЕ б.е — т: 

заковъ видъ относительной вфроятности погрёшности &; вФроятность, что погрёшность 32- 

ключается между предфлами == $ есть 

+$ + эх 
— =? 

р [эс е * & 

—8 _ 

По свойству случайныхь погрёшностей Функщя 9ё должна умепыпаться съ зозрастанемъ 

А ^ и . 
= и потому коэффищенть — -> долженъ быть существенно отрицательный; полагая = 

имфемъ 



— 40 — 

+ . - ыы 2% ы Зет и 
Е в [ешо [| а 

Для опредблен!й` постоянной С ивфемъ 

на 
с [= 4=4 

` зставивъ сюда й ==Ё, получимъ 

откуда 

и ся8довательно _ 

ря р, 2 

м | Е а. 
у. ‘ 

ОпредЬленный, такимъ образомъ видъ Функши, выражающей зфроятность случайной по- 
‘трёшвости, не удовлетворяеть строто тмъ усломянъ, которыя сдВдуютъ изъ свойства та- 
кихъ погрёшностей: именно фе не обращается въ нуль ня при вакяхъ конечных величинахь Е и 

обращается въ едвницу только при безконечно большихъ прелфлахь; но свойство найденной 

хункда чрезвычайно быстро убывать съ возрастащемъ = позволяеть, начипая съ извфстной 
величины а, зависящей отъ #, пренебрегать чрезвычайно назою везичиною 

[ ФеЕЧЕ 

какъ мы уже замфтизи объ этомъ выше. Такое распространеше предфловъ возможныхъ по- 
грышностей имфеть даже нфкоторое основаше, потому что, собетвенио говоря, дЪйствитель- 
ные предфаы олначаются веегда ие съ позною достовфрностью, 
мою вфроятностлю. 

а только съ весьма боль- 



= 441 —° 

Интегралъ, : о ` 
+8 48° ‚7$ . 

Я В 

р: | $4 | у ыы Ф = > Т а 

р А. ^ 

” означаеть вБроятность, что погрённость-= не превосходить. въ числовой вехични$ предёла 
$; подстававъ въ немъ /= = #, получиыъ : 

слЪд. такое предположеше имфетъ весьма большую вфроятность, если &^ достаточно велико; 
дая предфловъ возможныхь погрЬшностей эта вфроятность должна быть такъ велика, чтобы 
ее можна- было считать достовфрностйо. Такъ какъ въ выражеши вфровтностя р входить 
только одинъ неопредёленный коэФФищенть №, то тозько онъ и можеть означать разн а 
въ точвости наблюдевй. Если представниъ себф, что й’ есть коэффишеать дая другаго 

рола набаюден!й и 6’ соотвфтствующая величина предфла интеграла 

+5 
, ор 
р, 
у - 

р — 

то дая полученя одинаковой вфроятвости р мы долшны иифть 6А == 5’ иди в: № == 6:8; 
сяфд. ч6мь болфе №, тёмъ меньшую погрёшность можемъ мы ожидать оть способа наблю- 

деншй при одинаковой вфроятности: Гауссъ назваль этоть козфоищенть мпрою точности 
наблюдении. — Котда вфроятность равна половинЪ, предфлъ б обращается въ вброятную по- 
грышность г и мы иыфемъ гй — 0,47694; т.е. м6ра точности обратно препорцзональна вфроят- 
ной погрьшности. ВЪсъ есть очевидно количество прямо пропорщональное квадрату-й. Соотво- 
шеше межлу мрою точности и среднею ошибкою т получимъ. вычисляя т изъ уравнешя 

т = р, = 2 [гео 

Положивъ = ==#, инифемъ ($ 5) 

Опрелдфливши такниъ образомъ видъ Функц 9;=, возвратимся къ наивыгодийвьямъ ре- 
зультатамъ. Назовемь черезъ #,, й,,... й, мёры точности наблюдешй в подставимъ Е з 6 



— 4 — 

— А ЗЕЯ г 2 уе м ч.4, въ уравнешя вида Учи що получимъ 

4, 4 _ 
Ва 0; Ви, Е =0 у ее ат, й к ат, 

т.е. уезбия занионьшей. золичины 2 (в/)*; это можно видбть прямо изъ выражешя слож- 

`вой вброятности, которая въ этомъ сзучаф обратится въ 

ВЛ, 1, Е (р 
(УР 

в будеть очевидво наибольшая прв наименьшей везичииб $ (#;2;)*. Еели всБ й равны, то 
получимъ, ‘какъ въ правилф Лежандра, уравнешя 

у чо: у чо. у чо 

Услове наименьшей: воличины Х (#5) * есть выБсть съ тфиъ услове наивыгодифйшаго 
опредфлешя пеновфстныхь изъ такихъ уравненй равнаго достоинства, случайныя потрии- 
ности которыхъ суть А; слфдовательно повпожене каждой погрёшности на соотвфтет- 

вующую мфру точности приводить всБ наблюдешя къ одинаковой фрё точности. 

4; @= 42. . 
Опредфляя проязводныя 2, Г я ди. йзъ данныхь уравненй имфемъ 

4, Че 4 
а = а, Е ааа вл 

а ® 
# выводныя урав 

=, У Ва =, у аа: + =, У ада, — У Ара, = 0 

=. у Е У Ве Не В ж у Аа ,б — у Аа зи, == 0 

: . 
2 У Аа: ад + <, у пива +. + ть у Ааа — у Ино = 0 

зафсь можно ввести вифсто кзадратовъ мфръ точности пропормональные имъ вёсы, 

$ 22. 

Доказательство Гаусса, какъ мы видвиъ, осповываетсл на тозъ, что, допуская правило 
арчеметической среды для всякаго числа иепосредетвениыхь измфренй, мы пеобходимо дол- 
жвы допустить ичвфствый законъ вфроятности случайныхь ногрышностей и правило нанмень- 
вихъ квадратовъ обращается въ прямое сафдетые этого закопа Самое правило ариометичес- 
кой среды Гауссъ допускаеть безъ всякаго доказательства, какъ общепринягое и подтверж- 



Ре ы 

денное постояннымъ соглафемъ съ опытами. Предылущее издожеше теорм ариометичес- 
кой среды, основанное на анализ Лапласа, можетъ теперь указать намъ, какой стенени 
довфря заслуживаеть этоть частный завонъ вфроятностн случайныхь погрышногтей: онъ 
очевидно можеть быть допускаемъ съ лостаточнымъ приближешенъ только при очень боль- 
шомъ числ наблюденй; вилт фЕ, найленвый нами зьире, выражаеть главнымъ образомъ 

только быстрое умезьшене вфроятности съ прибзижентемъ къ предфламъ погрышностей, ко- 
торые приводятся въ согласе съ набдюденями придичнымъ выборомъ коэффищента й. 

$ 23. 

Мы говорили выше, что результать непосредственныхь наб.поленй могъ бы быть извле- 
ченъ не только изъ усдошя Хе,==0, но вообще илъ У:"`_ '==0. если бы такое опредфае- 

ще ве приводило къ чрезвычайно сложнымъ исчисленамь Иэъ услошя ХЕ“ * == 0 можно 
вывести для изыскавя наивыгоднйшихь результатовъ правила, аналогичныя съ способомъ 
ваименьшихь квадратовъ точно также, какъ Гауссъ вывелъ этотъ способъ изъ правила арие- 
метической среды, Въ самомъ дбаЁ, допуская весьма вроятное уравнеше: 

уг 
в соединяя его съ услошемъ наввыгоднЪЙшаго опредфзешя одной неизвёстной изъ непо- 

средственвыхъ наблюденй 

х 9’ 
Фе: 

мы полузимъ подобно прежнему уравпеше 

Хы 
которое, распадаясь необходимо на отдфльные члены, даетъ для опредфленя вида Фувкщи 

ф= дифференщзальвое уравнеше 

т Е 1—0, < + : 

откуда 

4е = бе 

сет" 
т. е. нанвыголнёйшее опредфлене неизвфстныхь будеть то, для котораго вообще Хе 

имЪетъ наименьшую величину; пронстекаюнбя отсюла вызодныя уравнешя 

или 

6" 



де: 

приводять очевидно къ чрезвычайно сложнымъ и въ больней части случаевь иевыподни- 

ъзымъ исзиелещямъ; эти уравненшя только вЪ способ яаименьшихь жвадратовъ остаются зв 
нейвыми и нотоиу этоть способъ есть простЬйший изъ всбхъ возможныхъ, что даеть ему 

безусловное преимущество въ практическомъ отношеши, 

$ 54. 

Мьра точности и вёроятная ошибка вычисляются кавъ мы видфли черезъ среднюю погрёи- 
ность 2, величина которой можеть быть приближенно опредфлена изъ набаюден!в, чрезъ замфну 

© а р 
интеграла 2 | 2'9:4= суммою 2. Возможность найти при частномъ значени $: веЪф ин- 

. 
© 

тегралы вида | ="фЕ4Е даеть средство опредфлить изъ паблюдешй мЪфру точности А не тозъ- 

‚ 

ко посредствомъ квадратовь погрфшностей, но помонйю какихъ бы то ви было друтихъ сте- 
№ р 

пеней ихь. ДЬйствительно, полагая т ‚ находимъ вообще 
я 

в | к 2 ира оз Узы =ТАЗЕО 

я сафдовательно 
Е 

‚уе 
ры У" 

х г При бодьшомъ числ $ наблюдевй можно замфнить ик ВЪроятнЪйшею величиною — т.е. 
3 

принять 

—5 

= \-ь 
2. Ут 

при нечетномъ А — 2т — 1 это выражеше будетъ 

ТОНЕ, 

а при четномъ А-=2т 

Такимь образомъ получаеется для А безконечно большое чисзо выражен, которыя всБ 
давали бы одинаковую величину, если бы въ вычислеше итъ не входило приближенныхь 



ре Е 

к 
среднихь величинъ #ы, въ дЬйствительности величины # будуть болбе или Менбё различны 

между собою и саыъ собою возникаеть вопросъ, какое опредфлене № должно ‘считать самыыъ 

выгоднымъ. Рёшению этого вопроса посвящена статья Гаусса: «Метойе гиг  аиегльненой 
4е 1. ргвейзот Чез обзегоанопа» въ Дейзеьт/е Даг Авгопотче ива. Уечоаяв Пзвельокай ей. Из 

слфдоваше этого вопроса, какъ мы сейчасъ увилимъ, призодать къ тому заключенно, что 
самое выгодное опредфлеше А ‘получается именно помощ!ю средней ошибки 2; мы вилфли 

- кром$ того, что отъ этой же величины я зависить степень благонадежности ариеметической 
среды, а сад. и простекающаго изъ правила арвеметической среды способа нааменьшить 

. квадратовъ: поэтому то Гауссъ приписаль особенную важность средней ошибк$ въ сравнеши 

съ другими средними зыволами вида 

Сложная относительная вфроятность системы погрьшностей равно хорошихь наблюденй 
выражается Функщею 

[а „= Хей. 

Уя. | 

когда въ этомъ выражения извфства сумма Зе) и неизвфстна мфра точности й, то подстав 

аяя выфсто № различвыя величины будемъ получать различныя величины и для сложной 
зфроятности извёстныхь потрёшностей и эта вфроятность будет очевидно намбельшею, если 

дана будеть самая вброятная велмчина. Такимъ образомъ самое выгодное выражеще А 
получится изъ уравнешя: 

ам 
г ле "= 0, 

у: 
р А.Н (:— В УЕ ) =0; 

такъ какъ й вообще не равно ни“пулю, ня безконечности, то имфеиъ просто, называя опре- 

дфленную такинъ образомъ нанвыгоднфйшую величину й черезъ Н, 

2-0, 
откуда 

УВЕ 

При большомъ числ наблюдеый можно положить Х=;* = з,; слл, мы получимь какъ 

и прежде: 
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т. е. наивытодвЪйшее опредфлеше мфры точности получается съ помощую суммы квадратовъ 
Е й В й \5 — № ей 

погрЬшностей или съ помощю средней ошибки. Функшя (- е “, которая при 
я. 

№ нперемьнномъ представляетъ относительную вфроятность предиоложешя, сдфланваго о ве- 
зичинБ й, получаеть при в = Н наибозьшую величину: 

5 
(- 8795 —}е 
у = 

$ 5. 

Мьра точности я слёд вЪроятная ошибка могугь быть вычислены помопуию различныхь 
степевей погрёшностей:” постараемся опредфлить вфроятные предфлы погрёшиостей этихъ 
разаичныхь опредфлен!; при этомъ мы можемт занфтить очевилное преимущество вычис- 
аять # помощю квадратовъ погрфшностей. Мы нашли въ первой главф ($11), что вфроят- 

вые предфзы сумы п--ыхъ степеней погрёшностей, взяпыхъ съ положительнымъ зна- 

комъ, суть 

\/2 (в 
Х:= [ == 0,47694 \/х я — ') 

приложимъ теперь этотъ результать, отчосяпийся ко всякому закону вфроятности погрфи- 
оф 

У 
ностей, къ частному значению Е = —— е ; тогда ВР и вброятные предфлы 

истинной величины Уё;^“ будуть 

ПН] пята) Ув — 
му 

Ин 

ве [ = 0.7694 \/- 1) ] Ё 

Ув. У зОоР 

Разлагая множителя при = въ рядъ и довозьетвуясь первою стененью, т. е. 

пренебрегая членами дёленными на 5, позучимъ. 



ИИ, 

Л "И + га (+1) [ 1. 8-69 2 Г УЕГиЕ Я 
УЕ п в сент : 

_ отвод / 2 Ггоь уе | 
Вычисляя въ этой ФормулВ вечичивы >: т [ ны + ] == Я, дзя раз- 

личныхь п найдем: ь 

„ — 0.50958. 0.47694. 0,49720 955072. 
аут у и = , 

я, 

отсюда видно, что наименьшая изъ величин х, есть я, т. е. предфлы выходятъ наиболфе 
твевые при опредфлеши мфры точноста изъ кзадратовъ погрЬшностей. Чтобы судить объ 
отиосительной выгодф употреблешя различныхь я„, разсмотримъ отношешя чисель наблю- 

благонадежности въ опредЪлени А помощю 
. 8% Чисза наблюденй. при ко- 

ден. необходимыхь для достаженя одинаков: 

различныхь степеней погрёшностей; иазовемъ черезъ 3, $, 

торыхъ всф я, мыходять одинаковы, получниъ очевилио 

ит.д. = (0,50958)*; (0.47694)°; (0,49720)"; ит. д я; 

млы, приведя всф числа къ 5, — 100 

. = 144 100: 109: 133: 178; 254: 815, 

1. е. дая одилаково благонадежнаго вывода мфры точности илъ различныхь степеней по- 
срЬшиостей нужно принимать въ расчеть по 100 наблюден, служащихь къ опредбленио 
изъ квадратовь погрЬшностей, 114 паблюденй для опредфлешя изъ первыхь степеней, 
109 изъ третьихъ и т. д. При очень большомъ числ наблюденй вычислене суммы погрш- 
ностей гораздо проще нежели суммы кнадратовъ и потому дая сокращения исчисленй зож- 
по весьма удовлетворительно опредфаять иЪру точности изъ первых степеней, если сумма 

квалратовъ не нужна для другахъ цфлей 

$ 26. 

Разсмогримъ теперь. какъ при частномЪ значени закова вфроятности погрёшвостей. опре- 
дфляются вфсы результатовь получемныхь по способу паиченьшихь квалратовъ. Вонросъ 
этоть имфегь чрезвычайно большую важность, потому что оть пего зависить опрелфлеше 
вфроятиыхъ предёловъ погрьшности кажлаго результата и слёл степень довбра кь нему. 

Начнемь съ просу6йшато случая, когда уравиешя содержать золько одиу неизвфегную, 
т. е. имбють видъ 

х— о 

жа- Наивыгоди5йшее опредфлен:е с получается изъ условя наименьшей величины Уз, 

зывав величину г, опредфленную подъ эзныъ усломемь, черель 2, мы нацыя 



Результать этоть относится къ случаю разнородныхь наблюденй, если уравнензя помна- 

жены соотвфтетвенно_иа свои ифры точности и такниъ образомъ приведены къ общей мБ- 

р®’тбчноети. Прелположенио х-=Е соотавтетвуеть наибольшая величина сложной вёроят- 
з 

ности В. 38, потому что погрёшности Е,, Е,.. Е‚, вычисзенныя въ предположеши 

х==Е удовлетворяють нанменьшей везичинь суимы квалратовъ Е =&7. Всякому другому пред- 

положению о величинЪ 2 соотвфтствуеть друга система погрфшностей и сд. друган величи- 

— Мей ие 
на вфроятности Ке ‚ такъ зто хункщя Ке если эъ ней намфето в; , #,... ПОд- 
ставлены погрёшности, вызвсленныя въ вавфстномъ предположеши о величин т, нредстав- 

дяеть относительную вфроятность этого предположеня. Вфрояти5йшая величина Е безъ сом- 
$ ъ‚ отличаться отъ истинной везичины 2; положниъ, что ногрёшность въ опред 

всть-Ах, т.е. что истинвая величина == Е-Е Ах, тогда хункщя 

к. Еее), 

гд$ х==Е-+- 4х, будеть означать относительную вфроятность Мопрвост= Ах въ опредфле- 
ит х==Ё; точво также 

5 ВЕ [а; 2 ах) —вд* 

по причин 845== 4х, означаеть звроятиость погрёшности 4х -- 4Ах и сабдовательно 

—м М 
ве ЕР да 

будеть вфроятность, что истинная величина х заключается нежду предфлами Е--Ах и 

Е--&х-Е 4х. Если бы мы привели эту вфроатвость къ виду 

__Н*Аз" 
ке А ь 

. 2 
то зеличина Н была бы ыБра точности опредфлешя 2 = в слФд. выражене р выразило 

бы относительный вЪеъ этого опрелфлен, Показатель — #* 2 [аг—ш]* легко привести 
къ вилу — Н*Аж' слёлующны образомъ: 

2 [ат 0 °=—2* Хайт Хар, | ый 
подставимъ сюда вибсто Хао; ви величину ЕХо,* и приложиыь и вычтемъ членъ 25а, тогда 
выдеть 

Хоррор Хо ой 
т. е. 2 ад— 6] А? Хай + С, 

гдф С есть постоянная величина; относя е : къ постоянному козФенщенту Ё найдемъ вёро- 
ятность 
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2 таз. дл? к." 20. Аа 

сад. НЕЁ. Уяг я вфеъ опредфлешя х==Е, согласно съ тЬмъ, что мы нашли вь пер- 
вой главЪ, равенъ Хо.". Постоянное К опредблится изъ уравневя 

+= Е А 
к |. В ог. ва 

откуда, 

В%роятность, что погрёшность А2 ве превосходать величины $, будеть 

$1 узо? 
2 

я | Де ш ; 

когда эта вфроятность равиа половин, имфемъ 

г. ВУ хо =0,41694. 

тд г, есть вфроятная погрышность величины &; сяфд. съ вфроятностно равной половин 
можно предполагать, что величина х не выходить изъ предловъ 

0,47694 
= 
туза 

$27. 
. Обратимся теперь къ изысканно вёсовъ въ случа многих неизвфстныхь. Уравнешя, по. 
лученныя изъ наблодешй, ичфють видъ: ; 

чи. : а, р... а, в жь--...Н9, и т, в, 

арта а Нат, 

Чи та, 2, 

оса, м... 
Оставляя знаку Х прежпее значен!е суммованя отъ 1 до 5 по указателю # порядка наблю- 

ден, означимъ анакомь 5;" суммоваше оть { до п по указателю А порядка нензвфстныхь; 
хогда предылущямъ уравнешямъ можно дать тавой видъ: 

. 7 
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Зы = 

Залы 

ам ре Ки 
® 

5 Чыт в: — в 
0 

Назовемъ черезъ ЕЁ, &,,... Ё,... Ё, величины пеизвфстныхь, удовлетворяющия уеловшо ва- 
именьшей величины суммы квадратовъ нпогрёшностей; онф опредфлятся изъ уравненй вида 

ы $5" [ ы х ых ча Ре у
 ав: =0 

$. [ & у ва, :] = у
 ао: =0 

а Рае 
и будуть самыя вфроятныя величины х,, х,,... т); безъ сомнфя он будуть отанчаться отъ 
истинныхь значений неизвфстныхъ; такъ что, подставляя въ эти уравнешя истинныя величины ^ 

2.2,...т, вифето &. Е... „ вторыя части не будуть пули; означая ихъ черезъ Д,, 4,.... А. 
получим к 

5 [& Уиеа] = у а А, 

22 == бт. в. изъ 

Ш) 

НаивыгоднЫйшия величины #, получатся изъ выведенныхь отсюда выраженй ть, если 
положимЪ въ нихъ АД, == А, == ==4А,=09. 

$ 28. 

Опредёлимъ х, изъ первато уравнен1я; получанъ 

Е 5". [и онаы] |, 20,199 4, 
Бе Ха; т За. т За, 4? 



2$ 

вставииъ эту ведичину въ какое нибудь изъ остальныхь ура-ненй, напр’ въ соотьбтству- 
ющее порядку [, т. е. въ 

$ = у а, = у = Аь } [ Е чо | Н.Е : 

которому можно дать видъ: 

дочь 6 [ь Учиь| - Учет 
соединяя суммы распространяющуяся на одинаке предфлы, получинъ;: 

ь Хо и анал) | Ханаан А, Зара, 
Ё — р — — Аи — не АМ 

5, [& (У Ч ь Зо Уч Бай ыы 7 4, За, 

или, означая для сокращевя козфеищенть при 2; и два друге члена, во порядку черезъ 
Хе ь. Его, и В» получиыь 

$. [ь, у 5, в = У» "—в 

Оть подстановки величины 2, опрелфленной изъ перваго уравнешя во всБ прочая полу- 

чатся такимъ образомъ п —1 уравнешН съ в —1 неизвфстяыми 2;,, 2;..- т: 

$. [ Ува | а Унь=ь 

® 
$ [& Рив. ] = Увы —=В, 

В 

Уравненя эти по виду совершенно сходны съ уравнешями (И; изъ иихъ вфроятифйпия ве- 
авчины Е, &... Е, опредфзятся, ‘если положинъ В, == В, =... == В, ==0; такъ, что козффищенты 

26:0;к можно разсматривать, какъ лйствятельныя сумы, опредфляя приличнымъ образомъ 
величины $, и уравнения (И) можно считазь зыведенными изъ наблюденЙ, опредфаяющихь 

только п —1 певзвфеттахь т,, 2, -. х„ Точно таквыъ же образомъ, вставляя величину т, 
опредбленную изъ перваго изъ уравнен:й (Ш) во всь профи в означая 

З.Н, в 
у т = Уча 8 

НУ, 5156.68 У ее рый 
в, & $, 

тис а т = С 
ба 

получимъ п —2 уравненшй съ в——2 неизвфстнымн т,, 2... ,: 
7* 



$. | У. ча] г У... ры 

Продолжая подобнымъ образонъ исключенше неизвфстныхь, дойдемъ наконець до уравневша, 
содержащаго только 2; оно будетъ ихБть зилъ 

ть у 9 к — Уч «= 0, (у) 

сходный съ видомъ выволнаго уравненшя, составленнаго для паблюденй, содержащихь одну 
неизв стную. Дая наивыголнфйшаго результата, по причин А, = А, =... =А,==0, иифемъ 

вообще В =, С.==0... ислБл. О,==0; такинъ образомъ наивыгоднфйшая ведичвиа. &, опре- 

длится изъ уравие 

в Ув» Ув» в =0 

29 м . 

ил 

$ 29. 

и будетъ 

(У) 

Допуская по аназоги, что величины 4,„ иыфють значен!е: коефищентовь при х, въ нф- 
которыхъ уравнешяхь вида й 

Ч:ь 2, — 6 0 

иблучаемыхь изъ наблюденй дзя опредфлешя одной неизвфстной х,; мы можемъ предви- 

дьть, что ъфсъ результата Ё, есть Х4,„”. Полтвержден:е этой догадки основывается на томъ, 
что хункщая 

ое кю" е, 

или, полагая общую ыфру точности й равною единиц н =; == М, 

к И 

пропорщональна сложной вфроятности изветной системы погрьшностей и слБл. представ- 
дяетъ относительную зфроятпость данной системы неизвфетныхь 2, 2,,.. т„. Чтобы опре- 
дБлить всъ вывода Ё, представимь Функцио М въ удобномъ дзн этой пфли вилф: 

А," В,* с: 
Баал Неа +. + о. 

| # 7 Ха» 
и 

. 
+ Мост, ^ 



Ре: ИЯ 

Къ этому виду можно привести величину М помощю простаго раздожеша суммы’ кзалра- 
тозъ погрыпностей; но гораздо удобнфе исполнить это по ‘слфдующему способу, который 

предзоженъ Гауссомъ въ «ТАеог эпофиз согрогит сое Нить. 

Изъ составлевя уравненй (П) сафлуеть, что 

&=У в и 

и въ АД, входятъ всё неизвфстныя 2,,%,... х,. Положиыъ 

и опредфлимъ велачиву №, подъ усломемъ, чтобы М, не содержало перемфнной х,: дая 
этого имфемъ уравнен!е 

т. © 

но А, и Р = У. сад. ^, = } аи’ и Фупкщя 
д й 

А? 
М —=М— 

. й Ха.“ 

Р: ь 1. аи не содержить х.. Разсмотримъ тепер! 5.2. 

там _ ча А,. 94, аа д в, 
24, 2 ах, Ба" ах, А, Фа е 

положим 
. 

им, , 
ан, 

и опредфавыъ Х, подъ условенъ, что М, не содержить х,; т. е. что ме. получииъ 
с. 

ам, _ аи 38. В, 
Чт, ат, №, ах, ь 

ам, В, В но 2, = 28,; Е, =2,,'; сад. Х, =%,, 

. в: 
а функия Н=и—^ . Са, #6: 

не содержить вв х., ни 2х, Позагая дале 

1 ам,\* 

=) 
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1.ам, _ там, В 9в, 
2.47, 26, ВЫ, ат, 

тан 1 _ д 44 _ дв 
2 42, 2 4, Ха,” ат, - 4, За, ы 

и сд. 2-45 Г 
-- 1. ам, Е 

ав р В6, 
т.е 

: 
Е 

опредфавмъ Х, подъ усзовемъ, чтобы М, не содержало 2,; для этого имфемъ 

ам, _ам, _ 26 а6, а 2, о 
ат, ат, 3, ат, 

но вс, в е- 2с*,„, сад. ^, = 20°, и Функшя 
2. 

—И— А: = В, РЕ 6, 
ый ам 2, р 

содержить только т, 2,.-- т». ое точно также, наЙдемъ окоччательно 

РИ р 0", 
= м а и «+1. ня + Пост. 

т О, содержать только х„. Постоянная величана независить отъ 2, 2,.., 2, и потому 
ие иэмфияется съ перемёною ихъ; ея значене открывается, когда на м®сто т, 2,..х, по- 

ставимъ въ М ить вфроятьёйиия значешя Ё,.Ё,..7Ё„, при этомъ-А; = В ==... О. =0 и сёл. 
постоянная величина есть наименьшая величина М; если назовенъ черезъ Е, ‚ Е,:.. Е, ногрыш- 
вости, соовфтствующя предположению х,=,; 2.=,.... т=ыЁ,, то будемъ имфть 

И о 
Мат рН де + ЕВ 

Сравиивая это выражеве съ тёмъ, которое получается чрезъ непосредствениное разложене 
величины М, легко убфлимся, что 

— Хо; 

это равенство даеть намъ средство вычислить сумму Ё,* не дёлая подстановки величину 
2; въ начальныя уравеня. 

$ 30. 

к мщЩй : 
Мы сказали. что Функия &е вропорщюнальна вброятности соотвфтствующей систе 

мы неизвбетныхь; точно также Фупкия: 
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в Итак, ат, 
есть вброатвость,. что нензвфетных . заключаются межлу предфяами их, +: х, а 

х, + 4х, вар. Отцесемъ постоянную ВАЗЫ в /" къ коэФФищенлу &, эта вфроятвость 
будетъ; 

А, в . 

Ее а + 5. ы+ е +] ата... ат, 
Возмемъ интеграхь этого выраженя относительно хх, между предблами — си + <; х, за- 

ЧА 
каючаетсв только въ 4, я даа", сад. интеграль будеть: ‘ 

я 
в : 

[56 + 2 ен а а 
У За, 

онъ означаеть вроятность, что величины 2,, 2,...х, заключаются между предёлами. г, и 

2, | аи; т, в м, | 4х, ит, д. вежду тЬмъ какъ х, можеть имфть всякую величину между 
— си- <. Интегрируя потомъ относительно 2, и замфчая, что 2, ваключаетея только а е 

въ В, и что ЧБ, ит. д. получимъ наконецъ дая вёроятности, что при какихъ бы то 
з 

ни было велючинахь 2., 2,... Х„_„, неизвфстная 2, заключается между предфлами х, и 
х„ -- 4<„, выражене 

Вставляя сюда выфсто 0, его велвчину (ТИ), получимъ вфроятность, что &, есть истинная 
величина 2: 

к... ЗА (®,— Е, ах. 

сабл. 24,„* есть ивадрать ыфры точности или. ято одно и тоже, вфсъ опредблешя 2.=1,. 

Цоступая такимъ же точно образомъ со всёми прочами неязвфстными т. е. оставаяя при 
искаючени послфднимь каждое изъ неизвфстныхъ, опредфлимь въсы нхъ вефхъ. 

$31 

Полученные такииъ образомъ вфсы. показываютъ намъ относительную благонадежность 

каждаго отдфльнаго вывода независимо оть того, каковы нри этомъ ведачины прочихъ пе- 

извфетныхь; поэтому, если мы вычислимъ везичину 7, изъ уравнены 

ны Гы ка 

то эта величина г, н Лапласъ пранимали за вфроятвую погрфш- “ 
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ность вывода д, ==", ве будеть вифть значензя вброягной погрёшиюств въ прежнемъ сныс- 
26; потому что мы вовсе не можемъ приписать вЪфроятности равной подовин$ предполо- 

женцо. что всБ величины &, не выходять соотвфтетвенно изъ прелфловъ 

9,47694 
= =, 
Ур 

т р» есть вЪеъ вывода Ё». Такое предположене есть сложное и вфроятвость его необхо- 

димо менфе той, которая выведена дзя отдфльнаго неизвфстнаго, независимо отъ другихъ; - 

сзФд. иствивыя вфроятныя погрышности пеизвфстныхь будуть болфе обыкновенно прини- 

маемыхь по теор Гаусса. Общепринятый способъ вычислешя вфроятныхь погрфшиостей 

приводитЪ въ случаф мпогихъ пеизвфстныхъ къ совершенно неправильвымъ заключенуямъ о 

степени точности результатов и вфроятные предфлы погрёшностей, какъ увидимъ въ слЪ- 
лующей главф, даже при двухъ только неизвфстныхь почти вдвое болфе тфхъ, которые на- 
значаются по обыкновенному до сихъ поръ способу. 

$ 32. 

Вышеизложениюмй способъ находить вфсы выводовъ имфетъ въ аналитическомь отношени 

то неудобство. что съ помощию его опредЪфзяется вфеъ только того неизвфетиаго, которое 
вЪ порядк® исключешя оставалось посафднимъ, и дая опредфленя вфеовъ другихъ выво- 

довъ нужно для каждаго выполнить особое исвлючене. Чтобы придать ртенйю этаго во- 
проса совершенную общность, Гауссъ предложиль слфдующее лесьма простое средство. Опре- 

Афлимъ изъ уравнешй (И) величины х., 2....х,; онф будуть выражены черезъ А,, А,... А 
и ны получимъ 

У) 

Въ представденныхь такимъ образомъ величинахь д, вообще будегь вЪсъ вывода , ра- 
венъ дфаитемо прв А; вЪ выражеши ху т. с. а,; такъ что вЪсь Е, есть а, 0; вфсъ Е, есль 
бит д. 

Чтобы доказать это, обратимся къ результату х„, полученному ярезъ исключен; мы 
нашли 



Я, 

ГАБ черезъ р, означенъ вфсъ вывода Ё„, равный 24,„’. Посмотримъ, какЪф выражается 0, | 
черезъ А,, А,...А„. Мы видфли выше, это везичивы В,, (,. Г,... выражаются зрезь преды-^" 
душйя сафдующимъ образомъ: р 

Хана; Ха, 
4 и вообще В, д А, 

ЫХ ` ) — В, вообще сны в — На в, 
Со 

Замбняя послфдовательно В,.В,, С,, ©, П., В; ит. д. ихь величинами, выраженными через 
А,, 4,... А, мы опредфлимъ веб В,, С,, Г;... черезъ 4,, 4,...А„ и зегко замфлимъ, зто 3% 
выражеши В, коэфФищентъ пра 4, равенъ едивиц$ и вообще только при 4,; въ выра 
ин С, только при 4,, въ Ю; только при А, ит. д., наконець въ выражеше О, коэфенце- 
ентъ будеть равенъ единиц только при А, и сяфл. О, необходимо нифеть зидъ: ‘ 

О.А, 4-Е А.Н, 444, 

и потому =, будеть необходимо вида: 

аи 

т.е. р, == а„"; такъ кавъ выражеви вех х, черезъ А., 4,... А, совершенно сходвы меж- 
ду собою, то необходимо дозжны тоже самое заключить и о другихь неизвфстныхъ. 

$ 33. 

Впосяфлетвйи, когда Лапласомъ былъ доказаиъ свособъ наименьшихь квадратовъ незави- 

симо оть закона случайныхь погрёшиостей, Гауссъ даль новую, совершенно общую теорю 

способа наименьших квадратовъ; этой теор посвящены два его мемуара, представленные 
Геттангенскому Королевскому Обществу въ 1821 и 1823 годахъ и дополнеше къ нимъ, от- 
носящееся къ 1826 году. Вс выводы и сафдетвя изъ свойства наимепышей суммы квадра- 

товъ погрЬшностей, все, что касается до призожевй теорш къ практическимъ вопросамтъ, 

разрышено въ этихъ мемуарахъ_въ самомъ общемь видЬ и, если оставимъ вЪ сторон зам$- 

ченяую выше неправильность при опредфлеши вфроятныхь предфловъ погрЫшностей р 

татовъ, зопросъ о приложешяхъ способа паименьшихь квадратовъ, благодаря трудамъ Га- 

усса, можно считать разработаниымъ до полной стеиепя совершенства. Но нельзя не ска- 

зать. что приицииъ, на которомъ Гауссъь въ своей общей теори основывасть доказатезь- 

ство способа наименьшихь квадратовъ, санъ по себф есть совершенио` произвольный в ие 

подтвержденъ достаточнымя доказательствами. Гауссъ признаеть именно а ром, что паи- 

„выгодифйшее опредфлеше нензвфстныхъ булеть то, при козоромъ средняя ошабка получаеть 

наименьшую величину, разумфя подь именемъ средней ошибка величину 
8 
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+= 

т Г. ‘ЕЕ 

‚т. в. корень изъ среднато квадрата погрёшвостей; Гауссъ лопускаеть опредёлеше ея изъ 
суммы квалратовЪ погрьшностей, раздфленной ва число наблюдешй, сафд., правило наи- 

` меньнняхь- квадратовъ, собственно говоря, скрывается уже въ этомъ положейш. Основная 

” мысль способа ваименьшихь квадраторь соетонть въ томъ, что вроятвые предфлы погрёш- 
ностей пропоршональны средней. ошибкЪ. какъ мы это дЬйствительно видфан при застномъ 
закон® вброятности погрёшиостей я при доказательстяВ аряеметической среды; строг ана- 
аизъ Лапласа показываеть, что эта пропорщональность справедлива только при услов:в 
большаго числа паблюдешй и потому Гауссъ безъ соинфыя привисываль своему положе- 
ЦЮ, ‹допусказщему бездоказательно пропоршональность средией и вфроятной погрёшнос- 
тв, свишкомъ бодышое значеше, `товоря, чго съ помощро ето доказывается способъ наи- 

иемыдихь квадратовъ незавасимо отъ числа наблюдений, 

Принявъ такимъ образомъ среднюю погрёшиость за ыфру источиости результата, Гауссъ 

называеть количество обратно пропорщюнальное средней ошибкЪ мфрою точности и коли- 
чество пропорцюнальное квадрату ыфры тозпости — в%сомъ результата. 

$34. 

Посмотримъ теперь, какъ изъ этого общаго начала, выводятся наивыгоди6йшие резузь- 
таты и вфсы ихъ. Понножимъ уравиешя (1) {$ 27; по порядку на нножгителей К, К... 
К, ..- К: и потомъ сложимъ; чтобы посзф этого преобразован!я пояучить прямо велизипу 

я; стоить только $ коэфоищентовь К опрелфлить такъ, чтобы коэффищенть при х; обра 

Щался въ едчницу, а коэффищенты при орозихъ неизвёстныхь въ нуль: отбирая въ суммЪ 

| у [ К $4] - У Ки У Кач 

коэФфищенты пра 2х, х,...., получимъ слфдовательно уравнензн: 

У Кии = 0 

АА {УП 
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зисло уравненй я недостаточно для опредфлеяя $ мгожителей К и сад. они остаются прё- 
извольными. Удовлетворивъ ‹равнешямъ (УГ), будемъ имфть . просто 

= У Кв, + у К 

Если бы мы вэяли уравнения (1) прямо въ томъ видф. какъ они получаются изъ услоый во- 
проса, предпозагая паблюденя точвыми, то есть, допуствли бы 

чили бы 
-. =; то волу- 

2, —= У Клоя 

сл$д. УК, ", представзаеть вфяще пэгршностей наблюдея па результать х;. т. е. погрфш- 
ность этого результата; зы зидимъ, что эта погрышность зависить ие только оть погрёш- 
постей наблюденй ‹,, но и оть выбора коэффищентовъ К,» Т. е оть способа сочеташя 
заблюдешй. Чтобы опрелфлать среднюю потрфитость въ опредёзеши © иы должны найти 
среднее значеше квадрата погрышности ХК,;:,. Раззагая хвадратъ этой суммы, находимъ 

р Кури у КиК внг 

Среднее значене получится, если умпожимъ каждый членъ этихъ суимъ соотвфтевеяно на 

$4; в возыеыъ ивтегралъ оть — <> де +{- <>. Заифчая про этомъ, зто вообще 

получаемь очевидио дал средией величины кзадрата погрышности 2; выражеше 

У Кери" 

и слЁд. самая среднля ошибка въ опредфлеши х,; будетъ 

На основании. прелложениаго вынпе вриндипа, иаивыгодиёйтее опредлеше 27; будеть то, 

при которомъ У’ ХА, т; позучаеть наименьшую величину. Если всф паблюденшя одинаково 
точны, т. в. ныфютъ одинаковую среднюю погрьшпость, что всегла можно допуетить, ког- 
ла извфетвы вфсы наблюдешй; то услоше наивыголнЪйшаго опредФаенйя 2; приводится про- 

+ 
гии ЗА сто къ наниеньшей величниё ХК; ;*. ВЪсъ вывода 2, = ХК,” въ такомъ случав есть 

Чтобы опредфзить навченыпее зпачеше ХХ, :*, обратимся къ уравпешямъ (У) ($ 32). Пол- 

`ставимъ въ уравнеши р 
8* 



-4 А, А ОА 
пав а ++. Ков 

вифсто 4,, 4,... А, ИхЪ величаны, выраженныя черезъ Е,» Е,...,, т. е. 

Л обе 

ие ет 

4, у С 

Собирая козфеищенты при Е,, =,... и означая 

а: а, а, а, в, 
с, й ы эй + ой +... с, 5. РК ча 

а, а, а, а, “ак 

сд ИИА 

а, а, я га ЗЕ Саб а а + На 
получимъ 

= + У 

кромф того, раздфляя уравненя (П) (6 27) послфдоватезьно на а,®, п,1.... а,®, складывая 
ихь потомъ между собою и сравнивая сумму съ выражешемъ х; черезъ А,, А,...А„, лезко 

убфдимся, что козффищенты Г, Г,: и пр. удовлетворяють условямъ (УТ) и что 

#= у Еву 

я =У мя у. ке 

ся6довательно между коэфтищентами К,; должно считать также коэффищенты [,‚. Вызи- 

тая два выражешя 2; одно изъ другаго, получимъ тождественное уравнеше 

у Вы, — У К, (К — де 



которое должно быть удовлетворено независныо отъзельчинъ 2, т,.‹. Жз; такъ что, посаё 
подстановки выфсто г; ихъ величинъ козоФищенты при с,, <... должны необходимо обра- 
таться въ нули, отчего получатся уравненя: 

Уи вр =0 

Ук, вр, =о 

У (Ка— Г.) п 0 

Раздфляя шхъ послфдовательно на а,@; 2,0... и, и складывая, получимъ 

что можно легко преобразовать въ 

№ г = у. Кг 7 у (Ки = 1.4)", 

откуда необходимо слдуеть, что ХЁ,;* есть наименьшая величина ХЖ,;*. Такимъ образомъ 
мы убЪждаенся, что наввыгоднЪйшее опредфлене 2; есть 8 = ХЕ, в; и что вфеъ этого опре- 

1 
двлешя, обратно пропорщовальный средней ошибкф, ревень хр Замфняя зъ ур. (УЬ 

1 1 1 
К; черезъ Ё;;, помножая ихъ посдБдоватезьно на =, к -К в складывая, иайлемь 

д 

е 
ря 

) Ц 51 с0от- т. е. вБеъ х т по прежнему есть 28. Само собою понятно, что козфФищенты Та 

бы . й 

вфтетвують способу наишенылихь квадратовъ, потому что полученные помопую не ино. 

ы 
И —0; А, = ‚ е. В —0; жителей результаты 2,=1; удовлетворяють усховяхъ 4,=0; А, = 0 и пр. т. е у +4, 

У чае и пр. и слфл. наименьшей величинВ Хе/”. 



$35. 

Въ заключене этого изложеня Гауссовыхъ изслфдованШ о способ `наименышихь квадра- 

ховь выведемъ замфчательную Формулу ‘дзя выражешя средней ошибки наблюденй чрезъ 

сравнен:е результатовъ съ наблюдении. Дав изысканя ваивыгодвфИшихь результатовъ 

ить собствено вадобности звать саныя среда я ошибки отдфльныхъ набаюденй 2, т,...т,; 

пужио знать только ихъ отношения изя въсы наблюдений р,, р... р,. Оть помножешя каж- 

заго наблюдения на квадратный корень изъ соотвфтствующаго ему вЪса веф средый ошибки 

праводятся къ одной величинв 

пи, Уни, Ур +=, У, 
и если извфстна величина т, то булуть извфстны и проФя величнаы т, т, ....т,. Вели- 
чина т, означающая среднюю погрёшность тфхъ наблюденй, вфеъ которыхъ привять за 
единицу, можеть быть вычислена а рочегю весьма приближенно при помощи полученвыхь 
уже результатовъ слфдующимь образочъ. 

Если въ данныя изъ наблюдензй уравиешя подставимъь выфсто неизвфетныхь х,, х,.. . Я " 
. ихъ эфроятнНМя величины &,, ,...2„, опредфаенныя по способу паименьшихь квадратовъ, 
то получимъ систему погрьшностей Е,, Е,... Е, Величина средней ошибки вычисзенная помо- 
щро этихь погр6итостей, т. е. 

Е 
: : у ЗЕЕ 

> 

безъ сомнфибя разивтся оть истинной величины и необходимо менфе ея, потому что ХЕ}? сеть 

нанненьшее изъ всёхъ вояможныхь значенй Хг,1. Чтобы получить боле точное опредфлеше 
т, ‘вычислимъ а роЯеной вфроятифйшее значеше Х=,*. Дая этого выразамъ У=,* въ видЪ 

. $ Ах (2—5) + Ув: 

къ которому ее легко привести е2флующимъ образомъ: вычитая равенства 

ху чи-ы] 
Хе ($, 5) ] 

соединяя суммы У и замфняя разность квадратовъ произведещемъ суммы на разность, мы 
‘получаемъь 

Хе е-БН. Е.,-БУ 

У“-Ув=Уу [($’чавыны- «) ($. ой ®—5)| 
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У [(5’ины-ы) ($’чьь-ь) |+ (ыы) (8 У] 

По свойству везичинъ &, 

К: —в,=0 
+ 

® 
и саЁд. второй члень уничтожается; величина же $5 ат, —®,; есть &;; внося ве подз ‚“ 

знавъ $ и обращая виимаше на ур. (УП) ($ 34} 

А, = у ЧА 

мы находимъ требуемое выражеше 

у = УЕ + 5 Ак (ль — 

Если положимъ, что истинныя величаны т,, 2,...2„. которычъ соотафтствуютъ дйствитель- 
ныя погрышности ЕЕ... &, суть ть ==Ё, | Аж; то имфемъ ($ 34) 

т — ВА, = УТ, 

хе [Х 
Если черезъ т означинъ истинную величину средней ошибки, то при очень большомъ чис- 

дБ наблюденй 5+; имфеть весьма приближенно величину &т*; среднее значеше каждаго 
Члена А,УТ, ь"; Получимъ, если вставимъ на мёсто А; выраженшя въ Функцш погрёшностей 

Ор. УП, $ 34). 

А; = у Ч 

По уничтожения произведен &,’, средняя величина которыхъ разва нулю, останутся только 

злепы. содержащёе квадраты =,*, средняя величина которыхъ есть т', поэтому среднее зна- 

чеше А, УГ, ве; будеть т* Хок Е, я сяфдоватезьно 

аут" 9, [ Уча 
Но для резузьтатовъ, опредфленныхь шо способу нанменьшихь квадратовъ, т.е посред- 

ствомъ множителей Г,» по условямъ (УП) ($ 34) необходимо нифемъ 

Учения, 

и подставляя находимъ 

поэтому 
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$. [нь | -* 
вт У ЕР вии 

в мы получаемъ 

откуда вахолимъ возможно точную величину средней ошибки, вычнеленную а ромез1ок: 

: 
= у. | 

. з5—й 

Въ тоыъ слузаф, когда уравневя выфють различные вЪсы, величина $ должиа быть заыф- 

пена выраженемъ Хр; и мы инфемь 

Помощию Гауссовыхь теор вопросъ о наивыгоднфИтемъ сочеташи разрышается вподиф 
въ практическомъ отношенши, потому что прн сочетан наблюдений по способу нанмень- 
шить квадратовъ, къ которому привбдять этЁ теор, устраняется всякая неопредфленность 
въ соединенуи уравнев, позученныхь изъ набдюденй; но ни частная, ни общая теоря 
Гаусса не дають вамъ яснаго поняя о тоиъ, въ какой мёрё и при какихъ обстоятельст. 

вахъ правило навмевьшихь квадратовъ можеть лать баагонадежные, прибзижающуеся къ яс- 
тин$ результаты. Между тёмъ повятно, что на какихь бы началахь не основывалось рф- 
меше вопроса о наивыгоднфйшемъ сочеташи ваблюденй,. подверженныхь случайным ошиб- 
камъ, заключешя мотуть оставаться справелдивыми только въ извёстныхь гравицахъ. 
Въ частной теор Гаусса призвается основнымъ началомъ правило ариеметической среды, 
которое само по себф имфетъ только приближенное значеще, въ общей же” теор Гаусса 
пранято соверженно произвольное пачало, требующее само по себф доказательства и по- 
исненя. Оцфвка справедливости этихъ началь дозжна основываться па общихъ назазахь 
Теорш Вфроятностей; такимъ образомъ строИ анализъ Лапласа служить необходинынмъ 

донолненемь и пояснещенъ общепринятыхь Гауссовыхъ теор:й. 

Елииственное ограничеше, которому Лапласъ даетъ мфето въ своемъ доказательствф спо- 

соба наименышихь квадратовъ, состоить въ допущеши только такихъ сочетайй данныхъ 

уравненй, при которыхъ зыводныя уравпешя получають линейный видъ; допущеше необ- 
ходимое, потому что во всякомЪ другомъ случа невозможны.бы были призожешя теор 
къ практическимъ задачамъ но причивф чрезвычайно сложныхь вычисленй. Это донущене 
совершенно подобно упомянутому въ $$ 4и10 выбору ариометической среды между другими 
средними выводами на основание не только большей простоты, но и существенной въ прак- 
тическомъ отнотеши необходимости, Соедвиен{с данныхь наблюденй, приведенныхь въ ли- 
неёныя Фувкизи поправокъ, помощю постоявныхь множителей есть именно то, которое во- 

обще даетъ выводнымъ уравнешямь зинейный видъ; поэтому вонросъ о иаивыгоднёйтемъ 
аинейномъ сочетани паблюден приводится очевидно къ изысканю такяхь множителей, 

при которыхъ нанбозфе тфспы предфзы погрёшиостей неизвфстиыхъ, соотвфтствующуе дан- 
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ной вфроятности. Рышииъ этоть вопросъ для того случая, когда уравненя содержать только 
одну неизьфстную величину. 

Помножимъ уравнения: 

Е ах — = 

на проиавольныхь множителей К, и, сложввъ полученныя произведения, положвиь 

К, + Кы +... + Ка, Жи, ==0; 

тогда величина х опредёльтся изъ уравнешя 

=; Ка, — Ка == 
и будетъ 

— Ей = Ка, 

Опредфлене это будеть ТБмъ ближе къ истинЪ, чфмъ болфе ьвфроятно предположене 
2 К, = 0; вброятность же этого предноложеня зависить очевидно оть выбора коэФФищен- 
товъ К, слфд. вопросъ о наивыгоднёЙйшемъ опредфлеши 2 приводится къ нахождению та- 
кихь коэфФищентовъ К, для которыхъ предположене Х А;:, = 0 имфетъ ваибольшую вфроят- 
вость. Вообще невозможно найти такихъ величинъ ддя произвольныхь А‚, для которыхь 
бы уравнеше Х А; =0 существовало въ строгомь смыслЪ, потому что погрёшности 2, со- 
ве шеншио памъ неизвёстны. Если положимь ХЕ; =={, то выведенная выше величина х 
изифнится и, называя погрёшность ея черезъ Ах, будемъ имфль 

$ 37. 

Опредфлииъ вфроятность, что Х Кд; заключается между предфлами ==, Даля этого нуж- 

но интегрировать Функцио 

в | [[-- Фа, Фе, ... ФЕ,. Че, Че, „.. ЧЕ, 

между предфлами, согласными съ этимъ предположеншемъь Нрилагая теорему Дирикле, по- 

лучаемъ 

ман 

Е —= —= —= 
р 



_ ‚Юзвачая р; водъ видомъ 

мы видныъ, что. 
+= += + 

РА = | ед [= вов К.Е, а4ь, ..... Гав Ке,аЧе, 

> —= -_-- — 

есть вуроятность, зто сумма Х К, равва числу {. Разлагая для приближеннаго исчисленя 

косинусы въ ряды и ограничиваясь вторыми степенями ©, найдемъ вообще 

, 
воз Кир 1— Е Края 

+= 

[ $; с0з Ка; ФЕ, 

—= 

Щ—_ № ка 
2 Ком 

в; соединяя зсв подобные интегралы, получимъ 

ан < 

= ‚-@+В 2 Е) аз. р @= 

„Дополняя въ показателф до полнаго квадрата, найдемь окончательно: 

р 
Е 

=: ЭК; еек: ° № 

` Ивъ этого выражешя видно, что самая вфроятная величина суммы Х Ка; есть нуль, — 

Интегрируя, полузиыъ 

РИ 

+: о Е - 1 

Е 2 5, УК* "_в 7 р = Ги» [р |= Г. 2, Хр = Г. ЧЕ ТАБ 
: | М узы Е Ур, ке НН °, * с 

Вфроятность, что погрёшность 42 въ опредфлеши 2 помонйю множителей К, закаючается 
1 

между предфлами == Ко Получится, если подставимъ выфото { его величину Ах. ХК; эта 
+: 

вфроятность будетъ 

Ат __ (ХКе)* о ь ; ИР Аа УК 2. Кд 2: — уздаякт м 
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Ки, 
Сафааемь Ах ЕР 

У?ь, КР 
; тогда будемъ внифть 

: 
2 —_—й 

—=-—— 2 @ Р: У Г 

° 

и р: означаеть вфроятность, зто погрёшиость Ад не превостодить вредлонь 

—_ УЖ: 

= У да, 
При данной величииЪ # эта вфроятиость р; остается постоянною и слфд. предёлы погрё, 
ности Ах пропорщональны во первыхъ У у, Т ®. средней отшибЕв наблюденй и во вторых, 

мпожителю зависящему отъ выбора коэфФищентовъ К,. Такъ какъ этоть резуль- 

тать выведемъ приближенно и только пря условт очень большаго числа наблюденй мо- 
жеть быть принятъ, какъ достовфрный; то теперь мы видимъ, въ какой ифрё справедливо 
положене, служащее основащемъ общей теори Гаусса. Что касается до самаго выголнаго 

выбора коэффинентовь К» то мы, чтобы сдФлать предфлы погрёшностей при всякой вфро- 
ятности возможно 1фсными, должны очевидно удовлетворить нанменьшему значению Функши 

УЕ. 
Ем, 

считая въ ней за перемфиныя величизы множители К. Нрираввивая вудю производныя 

этой Фупкши, взятыя относительно каждой изъ величинъ К,, Ё,... К,.... Е, получимъ урав- 
кения: ак: : 

2: : ‚_ А К т ди. КД, 

множитель ы не зависатъ оть { и оливаковъ для всбхъ велнчинъ Ё,, полагая его ддя 
Ка, 

краткости равнымъ ^, имфемъ 

К, = а,; К, == Аа,... К. ==Аа;.. К, = №а, 

и, подставляя эти величины въ выражеше х. найдемь его вфроятнфйшее значеше &; именно 

Е 0% т Заз 

результать, какъ мы уже видфди не одинъ разъ проистекаюний изъ условя наименьшей 

сумны квадратовь погрьшностей, 

/>КА 1 
Наяненыйая величина Функши ук будеть №5 въ этонъ можно убфлитьея также не- 

а; и; 

посредственно, разематривая тождественное равенство Г 
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[Кд "+ (Виа, — Ка)" (Ка, — Ка.) * + „== (Кг) - (г) 

изъ которако прямо слфлуетъ, что 

Узкг 1 
Ки, у за! 

нервая часть иеравенства обращается во вторую только въ предпозожешы К, — ла, потому 
что только при-отомъ условие ве равностё вида Ка’ — Кура, обращаются въ нуди. 

Яапласъ распространяеть правило нанменьшихъ квадратовъ на случай многихъ неизвёстныхь 
помощю подобнаго же анализа; мы не будемъ останавливаться ча этомъ, потому‘ что 
въ слфлующей главф изложныь совершенно общую теорю, оснозашя которой совершенно 
одинаковы съ тВин, которыми руководствовался Лапласъ въ излфдовашяхь о способф наи- 
меньшить квёдратовъ. у 



ГЛАВА Ш, 

ОБЩАЯ ТЕОРЯ НЗЫСКАШЯ НАНВЫГОДНЪЁШИХЬ РЕЗУЛЬТАТОВЬ ШРЫ УСЛОВН ЛИЧЕЙНАГО СсОЧЕТЫИЯ пзвлюдинИ. ОпРи- 

ДЬЛЕВЕ ВЪРОЯТНЫХЬ ПРЕДЬЛОБЪ ПОГРЕШНОСТЕЙ ВЫВОДОЗЪ. 

$ 38. 

Нредставииъ теперь рёшеше вопроса о наивыгодийшихъ результатахъ =Ъъ самомъ общемъ 
видъ, ограничивая его однимъ только предположенемъ, что вывохдныя уравиеня доажны 

ныфть лиифйный вилъ. Самый общёй премъ лдя соединешя уравнеый (1) ($ 27} при та- 
комъ условн состоить въ томъ, что эти уравнешя помножаются из произвольныть множи- 
телей и потомъ. складываются между собою. Если будемъ разсматривать ее (1) въ 
томъ видф, какъ ‘они получены изъ наблюденй, т. е. положимъ &, = 0; :, =0... 9: 

то помножая всё эти уравнешя по порядку сперва на множителей 

К, л, Кол Кол. Ж.д... К 

и складывая, потомъ помножая на другихъ иножителей 

Кл, Кул» Кул» +--* Кл ---* Кл 

и складывая, продолжая такимъ же образомь и наконещь останавливаясь на систем® ино 

жителей: 

К» К Кл Ну 
мы полузчимъ я уравненй для опредфлешя п нензвфстныхь х., х, 

Е; 5' Чт — Ук, =0 

#) 
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$ [У Ки Ук, Е 

Чек] Дал 
вай 

Чтобы изъ этихъ уравнен И получить прямо величины х, ,‚х,...т„, нужно только избрать 
таве коэфФищенты Ё, которые удовлетворяли бы условяиъ: 

Ук... =1; у К,за,, =0; Ук. = 0; у Каа„ = 6; 

Ук. а, == 0; у зла, = 1; Ук, = 0; у Кони: = 0; 

Ужин У кино Укнь т 1; У као; 

Ук. а ==0; » Кии = 0; Уклия = 0; у Кайл = 

Уло вдетворивь бтвмъ условмяыъ, изъ уравиевй (1) получимъ нрямо 

з 
„= Кл, ы 

2„—=) К, ©; 

Когда число 5 наблюленй больше числа п неизвфствыхь, условий {2) педостаточно для 

опрелфлевя множителей К, потому что число этихъ множителей есть пё, а число условй 
п*, слёдоватезьно въ такомъ случа п (5 —п)} множителей остаются неопредфленными, Если 
бы уравненшя получаемыя помощю наблюден пе заключалю-въ себБ неточностей, про- 

исходящихь оть погрёшностей наблюденйЙ, то вс они должны бы удовлетворяться нфкото- 
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рыми величинами 2. 7,..х,, если только въ самой задач нфть неопредфленности или не- 
сообразности. Въ такомъ случаф стоило бы только опредфлить х,, х,... т, изъ п уравненй 
произвольно взятыхь между уравнешями (1); прочя уравнешя должны бы ‘тождественно 
удоваетворяться найдеяными величинами 2, 2... х„. Но, если наблюдешя содержать погрёш- 
ности, то выходить совефыъ другое: уравнения (1) неудозлетворяются одновременно никакным 
величинама, призисанными неинзвфстнымъ, и всегда цолузается во второй части ифкоторая 

величина, отличная оть нуля. Назовенъ черезъ +, =,...:, неизвфстный вамъ величины по- 
трымвостей, слфланныя необходямо при изыБрешн в, в... ®, и черезъ Ах,, Ах,.... Ат» 

. ошябки нензвфотныхь 2, 2,... 2, вычисленныхь по ур. (3) въ предпозожени &, =0; 
&, = 0.... Подставляя выЪфето ©; астинныя значешя ‹,--&; в выбсто х; точный величины 
ж,{Ать получимъ 

+ Аа, == У Кук (=) 

Ать Ук. 

сафловательно погрёшности въ опредЪлеши неизвфстныхь зависять отъ погрёшностей ва- 

баюленй и оть коэффищентовъ К. Такъ какъ величины =, вообще совершенно неизвфет- 
ны, то изть викакой возможности найти точныя величины ошибокъ Ах, и слбд опредф- 
дить тозпо неизафстныя 2, 7,.2,; но вышеупомянутая неопредленность иножателей К 
кожегь служить намъ средствомъ къ тому, чтобы сдфлать вФроятныя величины Ат, возможно 
малыми и найти такимъ образомъ самыя выгодныя, возножно точныя везичипы для 2, х,... 
э„. Чтобы хостигнуть до этого, нужно прежде всего опредфлать въроятность. зто погрёи- 
ностя неизвфетныхь заключаются между нЪкоторыми предёлами и потомъ опредфлить ори 
какихь козффищентахь К предЬзы погрёшностей будуть самые тесные; выборъ танихъ ко- 
эффипентовъ поведеть очевидно къ самому вытоднону опредфленю неизвфствыхъ. 

$39. 

отвула 

Каждой систем погрпиюстей ‹, соотвфтствуеть извфстная система величинь Ах,, потому 

что всф онф опредфллюгся черезъ =, помощно уравнешй вида 

Ах, = Ук 

иаъ этого мы заключаемъ, зто сложная вфроятность погрёшностей 5, одного рода наблюденй: 

в 
есть въ тоже время вфроятность соотвфтствующихь велячинь Ах. Если погрЬшноста Ве 

зЪстныхь УК, 1; ие должны превосходить соотвфтственно предфзовъ = х;. то въ выражени 

р интегралы должно распространать только на так\я величины &,, которыя удовдетворяють 

этому условно. Прилогая кт, этому случаю способъ Дирикзе, мы должны элеменгь интеграла 

позножить ва ФУПЕЦИО 

фе, фе»--- ФЕ, Фа, ЧЕ... ЧЕ, 
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+ +” +7. +5 . й У 
риа: [«. Г ат, Кой ди, 
@=у ых ° 

5 № 9. = 

в распространить тогда предблы на всф возможный величины е‚ т. е. отъ — со до + ®. 

ВБроятноёть; что погрёшности Ах, Ах,... Аж, равны именио #,, х,... Г», есть 

Ри, 4"... 4. 

кд Ресть относительная вфроятноеть такого предположеня и 

+= += 
— 3" „ 

Ро (/-- 53, Теда, ча... |||... и" в, Кыий фефе, .-. Фе, ЧЕ, ... ЧЕ 

| $. 2-5 [8] 
доставляеть возможность отафлить. перемённыя въ интеграл, взятомъ относительно пере- 
ыФнныхЪ Е,, ё,... И мы получаемъ 

+= += += 
1 — #5.” ро #, 5,° К, а, #, 5,” К, 

Р= вы | “Еда, аа... чи, | Обь фе, Че, ----- 7 5, о ред, 

— — — 

8сф интегралы, относительно = подобны между собою; разсмотримъ одинъ изъ нихъ, напр. 

+= 
5 6® 

Й 28 Кое, 

я 
5 Ки 5, 

и разложимъ показательную Функцио въ рядъ; означая по прежнему 

Положимъ для краткости 

+= 

Г пе ры 

получимъ: 
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ыы 
2:5; К ы . 

|" “ое теа в, 555+ 3% +... 

вам, обращая ридъ въ показательную Функаю, 

с . —3 Эр, 
2,5, р. Ча А бр. 

фа: == е 

— 

называя дая сокращешя коэффищенты при 5}, 5... черезъ М,, М,..., получимъ 

5-5 |" #— 19,5 + И. 5 + уч 9 Р] ны 45+ #7 
е 4=; 5, ры бед 

. При однородныхъ наблюдешяхь срелыя величияы з„ суть величины постоянным; зыше- 
‘изложенные преиы Гаусса даютъ возможность привести къ этому случаю и наблюдевшя раз- 
наго достоинства и потому мы ве уменьшаемъ общности вопроса, предполагая законъ вфро- 
ятности погрфшностей одинаковым дая всфхъ наблюдений. Средшя величины д, ,.... иры 

? пояномъ исключеши постоянвыхь погрёшностей обращаются въ нули; во такъ какъ полоб- 
вое допущене мало упрощаеть вычислемя, то мы ихъ удержимъ и въ такомъ случаб ана- 
лизъ получаеть болфе общее значене, относясь и къ такамъ наблюдеюямъ, даа которыхъ 

взвфстна постоянная часть погрфшностей. 

$40. 

Внесемъ теперь найденное выражеше ивтеграла относительно =, въ величину Р; соеди- 
няя всф друме интегралы, выражающеся точно такимъ же образомъ, въ одну показатель- 

ную Фхунквио, получимъ - 

+= | вв" 2 и 
ва [|| Змтьть + #.25, ВЕН 55 ЗИ М5 + дах, 

$9 

Ве члены показателя зависять отъ перемфнныхъь %, а, ... в„, потому что 

55” К ьть 

25 = [5," Кв" = Е [Кыа, Кий, +... + Киа, 

зе производя возвьипеня въ степень я разложешя суммы Х на отдёльные члены, ны ви 

двмъ, что разложеше #5” состоить изъ членовъ норилка т относительно а, о, . . Пер- 

выя дв суммы 25; и 55; будуть: 
10 
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25, 25," Ков вв 255," [3% Х Кна] 
Г 

257 = 218", Кука} = 5", Бьеаы" -Е $ (Кьк Кок ах Л — $" ку") Е Э[аиак ХК ь Кук], 

гдв`знакъ 5 безъ указателей распространяется на всё различныя между собою звачешя 

ки № между Проралия 4 ип. Есзи условинся, что & <. #, то сумма $ должна быть 
улвоева. ь 

Оставляя въ показатель только ТЬ члены, которые содержать первую и вторую степени 
&, обратимъ остальнаго множителя, зависящаго отъ высшихь порядковъ х. въ рядъ; озва- 
зая черезъ №,, №.... члены этого разаоженя, содержаше ,,0.....я„ въ степеняхъ и про- 

изведешихь третьяго, четвертаго и т д. порядковъ, получимъ 

Се 

ЕЙ 25" ль, 5, в, Жк ыы в", Е 5) ие ЕКь К] 
@ =” Г М, —...] @4 4а,... а, 

га 

Ань, К 2 сн В В кии 

—_ № — ФВш — Зв," "бы," №=# [1 ме + Гы ре $ 6", Кай" 

Соединимъ въ показателЬ члены, зависящие отъ первыхь степеней 72‚, получим 

+= 

1 Зла, И РЕ ва Зах и, к — в {5.^ т Жыр54 их Ка Ка +) 

$ м. 

Дая призедешя этого ивтеграза къ простЬйшему вылу Бьенеме употребляеть слфдующия 
преобразовая. 

Можно во первыхъ вифсто разности 7 — в ХБ,ь ввести новое перемвнное; положиамъ 

— в К Абь 

я : ЧА 4ы 

мпожителемъь А моженъ распорядиться такъ, чтобы выборъ его послужиль къ ифкоторынъ 
сокращешямъ. Въ зленв показателя, который зависить оть вторыхъ измфренй относительно 

я;, можно уничтожить постояннаго множителя в, поадоживъ 



БГ 

дь 4 
УЗ * У, 

тогда этоть членъ обратится эъ | 

54" (5% Ау") 4 $ (ль жк ХКнь Кок’) 

в эБроятность Р 4, дг,... 4", будеть: 

^ 

ма ТСН 
2 в) 

м 2 (и — в :)° 1. РУК с #—12,-+2.—. а аз,.. 1, 

гаф черезъ 2,, 2;... означено то, во что обратятся. №, №., оть подстановки величинъ а; 

понятно что количества 2,, 2... будуть третьяго, четвертаго и т. д. порядковъ относи- 

тельно 2х. Выражеше эначительно уаростится, если сдфлаемъ 

Х=У 2, — в.) 
и сл6довательно 

а + р У вы — м9) ® 
тогда получимъ 

+... — 215," рик — &" @р ХК") Е 8 (ар ЕК, Кок) 
Зрарь Ве а „ата. 95, Рагу... 4, = 

$ 42. 

Окоячательное преобразоваше этой Фуньщи состоить въ отдбленй перемфнныхь, кото- 

рыя въ первомъ членф показателя входятъ выфсгв. 

Для достижешя этой цфая зведемъ нозую систему перемфаныхь у,, 9, У,,-..- У», Которыя 
приведемъ въ зависимость отъ &,, 2, 2,,... 2, и еще отъ неремфиныхь {,, (,.. {, помои 

елфлующихъ уревненй: 

А РА РА + РА как + РА азы + 
У Ааа РА, +... В Аль. Ра, 

Аз. РА о Ри Ы 

бк ак 

м В 

ЗА ня Я +ы 

Веф эти уравнейя можно представить. съ одной общей зориЪ 
10* 
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= 

„=© Выль На} 
&= 

| ` Укаватеды при неопредфленныхь козфевщентахь оба распространяются оть 1 лопи пер- 

вый изъ нить относится къ порядку перемфвныхъ у, а второй къ 2 Показателя при { въ 

выраженш вфроятностир можно привести къ сумыф квадратовъ перемфнныхъ у и { выборомъ 

приличных пеличайъ / в 2. Возмемъ сумму квадратовъ всбхъ возможныгь значений у;; получаыъ 

5 уе+ )- -$[5=] +25] «Зы 

= п Ч=н’Е=в {а Ки 

<. у ы . , 
5 [$ Мьть ] =© 5 Мдель" 2 $ $ ьль Арьйк 3 

м вы Г 5 А 

въ посафднемъ членЪ вторая сумма распространяется на всЪ значешя & и Ё оть } 40 в 

еъ услощемъ #_> А; если разложимъ эту сумму на отдёльные члены и соберемъ потомнъ 
коэФФищенты при одинаковыхь проязведеняхь, то получимъ безъ труда 

и п &— 
я . < . . . . 

5 $ дЫЗЬ Ай = $5 а. (ль Ад +. РЕМ ) 
ре и &=4 

еъ прежнимъ уелошемъ А’>> &; можно короче обозначить это разложеше такъ: 

ая Кв 

5 Зы мы-5 т бы ; 

ыы 

Изъ этого выражен я при частномъ предположенн # ==’ получаемъ 

&—в 

Е 
Изъ того же выражешя по аналоти должны допустить 

=» 1=н п 

$ [5 ла = |=$ 5 и: [-8 ма | 
4=4 = = + — 
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что впрочемъ легко подтвердить непосредственнымъ разложешемъ. Вставляя вайденныя вы- 
ражешя суммъ и замфчая, что 5," (у;* + &') есть одно и тоже что $." (ук + 1), получимъ: 

$5 $4 3 + ] + :5 1. 5% м :] +: 55 [5 и Го 

Возвратимся къ выражению вфроятности р; подчиная указатели & и # условю > в, 
мы имбемъ 

1 ме — [5," (ЕК, ь) + 2$," (знак КГК’) 228," =а г] 
= ди ГИ 42, 42,..- «.|). {1—12, +2, —...) аа, 4%... и 

Сравнивая теперь почленно показателя при е въ выражени р съвеличиною 5,^ [у,*-+1,], мы 
видииъ что ихь можно сдфлать тождественными, подчиняя коэфФищенты А условямъ: 

= 

у К =$ В". 
2-4 

= 

У К Кук = 5». ых 
1—1 

.. : помощию уравненй:; и опредфзяя веизвфстныя р, р,..--р„ чрезъ &, 

1=А 

2к= 5» 

1—1 

Очевидно что уравнен! для опредБлешя # и { черезъ К и р будетъ выенно столько, скозь- 
ко нужно по числу различныхь № и {. Давая числамъ & и 4’ всБ нфлыя звачешя оть 1 до 
п получимъ для опредфлешя различныхь & слЪдующя группы уравненй: 

ВН НА + ыы, Е 
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Вы ба = БКы Ва 

Аа ба Е Ва Вы» 22 Каз Ву, 

Новы. ыы Аи = Хи. и 

Е Е 

Ма В ты К К, 
. 

Вай РА Аи 2 ХК, Бы (5) 

Рыба № № РА, №, 2 ЕК К 

РЕ У Е ИВ “.- и БК нь Ви 

Аи а — 2Кы А, . 
ай Е + / А, 2=ХКы Ки, 
№, Ва РА РАК, К 

А, # — Ан Кри 

Па УКа В 

Аа В = ЕКы Кул: 

Въ первую грувоу входать всБ № безъ исключен в янсло ихъ есть Рену также какъ 

и число уравневййЙ во вебхь группахъ. Для ю раздичныхь { инфенъ я уравнешй: 

= И 
ФА, а Е Ва 
Ра 35 + 3 : 
О бы ® 

Вы РЕЙ, лё ЗВ №6 о Ай + Е 

$4. 

Такимъ образомъ выражеше вёроятности р приниъаетъ видъ: 

зы 
— 5“ -Н . . 2 4... ды ИГ-- И 

ее 
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Что. касается до входящихь сюда хуйкий 2,, 2 в т. д. то 08% оть подстановкв выф- 
сто 2: 2,... 2, изъ выражен! въ Функщи у, и {, обращаются самя въ Фувкщи этихъ но-° 
выхъ перемфивыхь. Функыя 7, будетъ содержать вообще проязведешя третьяго порядка, 

составленныя, какъ изъ различвыхь у», такъ и изъ обфихъ перемфнвыхь выфет$; манмы- 

ми будуть только тЪ члены, въ которыхъ входять нечетныя стенени {, и слфд. чезныв по- 

рядки уз; такъ что въ Функци :2, мнимыми будуть на обороть члены содержаще про- 
изведеня нечетнаго порядка относительно у; и четнаго относительно &;,. Въ составь Функ- 
цы 2, будуть входит, первыя четыре стенени перемфниныхъ у; п {; `эЪ вид одноредныхь 
Яленовъ четвертаго порядка; ививые члены будуть печетнаго порядка относительно каждаго 
изъ перемённыхь. Подобныя же замфчан!в должно сдать © прочнть членах разложения, 

Приступая къ интегрировано, должно прежде всего выразить чрезъ нозыя неремёниыл 
диФференщальныя произведения 4,42, ..- р. и 4=.42,... 4=„. Танъ какъ перенфиныя р, р, . 2. 

24, 2... 5, независимы ‘мезжду собою, то ихъ дифференшалы должны быть по общинъ 
правиламъ вычисаяемы въ предположении всёхъ прочихь дафференщаловъ равными нулю. 
Основываясь на этомъ, изъ уравненй (6), полагая 42, =0, 42, = 0, 42, =0.. . Чо _, == 0, 
ваходвыъ вообще 4, =0, 4& ==0... 4,_, =0, такъ это ь 

Як = Вы Ч, 

п сд. ар 2ь.... Чрь = Ай, А ,@Ы И... 41, 

Точка такимъ же образомъ изъ уравнешй (5) найдемъ 

44, 99,..- ЧУ, == Нав. Во а 4... Фа 

ВслВлетв:е этихъ равенствь выражене р обращается въ 

+= 

г Д/». В И с А. 

или по раздфлеши перенънвыхь: 

$ о 

| м у у 
И е 4, 4, @, . Н-2--А—. | 9.4, 49. 

о —=> 

$ и. 

Иптегразъ перваго члена во второмъ ингегралФ находится прямо: 

+= 
$ 2 № —ь р ноу 
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Интегрировате прочихь членовъ, содержащихь цфлыя и положительные степени у, так- 

ие всегда зозможио въ конечномъ видЪ: оно приводится къ извфстнымъ интеграламъ вида: 

+= 

Такъ какъ при нечетномъ т таке интегразы обращаются въ нуль, то, на основан сказан- 
наго выше о составё функц 12,, 2,- въ выражеши р исчезають всБ мнямые члены; 

поэтому интеграль содержаший Функцио ;2, обращается въ сумму членовъ 3-Й и1-Й степени 

отпосительно {; интегралъ содержащий 2,—въ функцию того же перемфннаго не выше четвер- 
той степени в т. д. Означая этВ Функци черезъ 7,, Т; и т. д. получимъ 

41; та > Й ааа. (У= 
предълы иногократиаго интеграла дапаые первоначально должны быть очевидно преобра- 
зовамы сообразио съ выражешемъ предфловъ х,, ”,.. г, погрышностей Ах. Ах,.. АХ, 
въ хункщи перемфнныхь #,. 1,..2„. Не осгававливаясь на вывод этихь выраженй мы мо- 
жемъ видЪть, что назначеннымт, въ начааЪ вротивоположныхь нредфламъ == г,, ЗЕ л;... Ех, 
будуть соотвфтствовать въ послёднеыъ выражени р также противоположные, но равные 
це числовой величииЪ, прелЪлы относительно перемфиныхъь {,, /,...#, Въ самомь дфаф, ве- 
дичпиы { (ур. 6. $ 42) выражаются черезъ р лиифйными Фунбщамн безъ постоянных чле- 
новъ и нотозу мЬняють только зпакъ, когда перемфнаются знаки пря всфхъ 2; величины же 

2 должны перемфиять знаки выЁстЬ СЪ #, т„, когда паблюденя освобождены отъ по- 

стоянныхь погрлностей. т. е. когла |, и саФдоватедьно въ этомъ случаф отъ нере- 
эф знака при всфхь величинахь 7,,”,...г, количества #,1,... , сдфааюгся также обра 

ными, пе измБилясь въ числовой ведычииь. Въ томъ же случаф, когда и, ие равно нулю, 
м можемъ сказать тоже самое, ссли за предблы погр6шностей примемъ величины 

(бя Ук). 

какъ это видно изъ ур. (4) ($ 41) т. е. если освободимъ вЪроятныя погрфшности у; отъ ва 
яня на вихъ постоянныхь погрьшностей. Между противоположными предфлами исчезнуть 
въ выражена р веф члены, которые подъ зизкомъ питеграза прелставляются въ видЁ не- 
зептыхъ ФункцИБ такъ совершенно унпчтожится иитегралъ, зависящЕй оть {Г,, потому зто, 
какъ мы видфзи, въ 7, входять только 1-я и3-я степени пережфнвыхь; тоже самое будеть 
въ Т, Т.... Остальных хупкщи Т., Т,..... оставутся и аналитическое изслЁдоваше вопроса, 
ведениое до сихъ поръ съ полною строгостно, приволитъ насъ къ иптегрированио безконеч- 
ваго ряда весьма сложиыхъь выражен. 

а 

$ 45. 

Задача упрощается въ предположени очень большаго числа наблюдений: при этомъ условии 
члены Т,, Т,.. становятся чрезвычайно малыми и ихъ можно откинуть; тогда мы получинъ просто: 
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Чтобы убфдиться въ незначительностя велизинъ Т,, Т,... и вообще Т,, просафлинъ по- 

стененное образоваше этихъ функ. Количество № ($ 40} состоитъ изъ членовь п-аго 

порадка отвосительно я; коэффищенты этихъ членовъ суть суммы содержация 5 зленовъ й 
Функщы №,„, будетъ вообще порядка зК”, гдф К” озпачаетъ средвтюю величину 7 ыхъ степеней 

и произведешй т-аго порядка коэффишюеитовъ К‚;. Переходъ оть перемфнныхь а къ 5 не 
измфняеть порядка №». Коэффищенты /, какъ видно изъ уравнений (5) ($ 42), должны быть 

отнесены къ порядку К У $; при опредфленш 2 въ Фупкци у и { эти самые А будуть въ зна- 
менателяхъ входить однимъ порядкомъ больше нежезе въ числителяхъ; слёд. коэффФишенты 

ы а потому 2„, а Г, порядка як Ку; › тому 2, И 1„ порял У 

я 11 
;тавамъ образомъ Функщи Т,, 1,.. относлтся къ порядкамъ —, 5... инотомупри 

$5 

при ув Ё въ выраженяхъ = будуть порядка тт. е. 

8%: 

большомЪ з могуть быть пренебрегаемы. Кром$ того число членовъ составляющихь № про- 

порщонально чиелу п н потому при большомъ # должно считать Т,, Т,.. количествами ио- 
вт Я г 

рндковъ =, .=..; ИЗЪ этого мы должы заключить, что при опущешиы членовъ Т., №... 

стенень приближена анализа ослабфзаетъ съ возрастащемь числа искомыхъ количествъ, что 
ьпрочемъ понятно само собою. 

$. 

Остается интегрировать рлхь Функщй 

+а 

| а 
г 

между данными предфлами. Но такъ какъ подобные интегралы ие могугь быть пабдены въ 

копечномь видф, то для взыскамя павзыгоднфйтихь кооффИШентовь А,,, улобифе предета- 

вить вопрось иБсколько иначе Не назначая впередъ нредфаловъь == л,. 3 г,... 2^л,, можно 

подчинить перемфвный г,,&...&, кавому нибудь звалидическому условию опредфаяя потомъ 
вфроятность р сообраяно съ этимь уеловемь, пайдемъ паибольния зозможныя величины для 

г... - К ОИ будуть зависфль отъ |; и укажуть на самый выгодный выборъ этихъ ко- 

эФфищентовъ. 
г 

Дая простоты рёшешя удобнЪе иеего предположить, что ЗМ и, +... НИ, 
не превосходить даннаго предфла 1'; такое прелиоложен:е не отнимаеть отъ вопроса его 
общности, позому что, как бы предфлы не были назпалены дая х, всегда существуеть и 

этомъ случаЪ окалывается довольно простымъ. 

31 

; между тфмъ иитегрироваше в 
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$. 

Разсмотримъ прежде всего каховы наибольиня возможныя значеня перемфнных? р,, р»... 2» 

и сяВд. зависящихъ оть нихъ продфловъ потрышностей т, 7... Ги, Когда перемфнныя {,, 1... Ё, 

подчинены условно 

иных 

Изъ уравненй (6) ($ 42) имфемъ 

кк А, ЬЬ, + ЕАН +. РА Ь 

и величина р, не зависить оть остальныхь перемфнныхь 1,,....(„. Предположимъ, зто 
&, &--. 1: должны удовлетворять ураввевю 

2 

ии + 

гл с есть постоянная величина; тогда условйя навбольшей величины р, будутъ: 

(ви н-* 
гдф ^ есть произвольный коэфФищенть: исключая его, ныфемъ 

#2) (®---®)@) 
т. е. ы 

ВЕ М — = к У ВН. Ак. 
1, 1, ты с 

Во $ 42) 

к Ак +. РЕЖ 

слёл. 

В Що № И ==е\ УК 

Опредфляя отсюда величины &, 1,...!, и подставляя ихъ въ выражен е 2;, пайдемъ наиболь- 
шую величину 

НИИ в Фи ьи +6 У ЗК 

Количество с У ЗК, р есть паиболышая числовая величина 2.; двойной зпакъ показываеть 

что она будеть наибольшая изи навменьшая, смотря потому будетъ ди взято с съ положи- 

тельнымъ или съ отрицательцыхмъ зпакомъ Постоянная величина с была взята произвольно 
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и В, выходить тиъ болфе, чёмъ болфе с; но очевидно что наибольшая возможная величина 

<, согласная съ предположешемъ 

иены <т 

есть 7; сабдовательно наибольшие возможные пред$лы дая 2к суть 

т. е. дзя разаичиыхь р, предфлами будуть величины: 

Помощию этихъ величииъ уже нетрудно выразить предфлы для погрьшностей неизвфетпыхь 
22, Ат,.. Ат,, соотвфтетвуюние данной вЪроятности, т. е. данной величин у, изъ урав- 
нев! вида 

2, ЗЕ -- Вь У? (мы) 

Изъ выражен А, мы видюнъ, что преллы погрышностей для всякой вфроятпости пропор- 

Щональшы пожитеаямь У УК, к’ и сяфдовательшо опи будуть ТЬыъ тЬсвфе и опредфленя 
иеизвфстныхь тБиь благонадежнфе, чфмь менфе УА,;': такимъ образомъ дая паивыгодн®й- 

шихъ результатовъ суммы УК, ‚' должны вмфть нанменьшв величины. При изложени общей 
теор Гаусса во второй главЪ мы доказали, что этому условпю удозвлетворяють козфФиЦЕ- 
енты Г, „, соотвфтствующие споеобу нанменьшихь квадратовъ. 

$8. 

'Перейдемъ теперь къ опредфленню вфроятиости, соотвфтствующей данной величин $ ̀,, т.е 
къ интегрированйю выраженя 

1 а... Ьй 
= (5 ИИ вм ы * 41, 4,.. 4, 

въ прелпозоженш, что &* --*-.. - 6.1”. Если начнемь витегрировать еъ перемфи- 
ной {,, то предьлы == Г„, соглаеные съ предположешемь, должпы быть выведены изь 
уравнешя 

аи, 
откуда 

11" 



В . з 
тире 

: В . 
посл этого нужно булеть интегрировать относательно {„_, Функц величины 11° —&° — 

В 1—8 эта величина также какъ и `;* - 4? — 1," —...—„, измфняется между 
возможными предёзами 0 и 17*; сафдовательно предфлы для #,_, дозжаы быть выведены 

изъ уравнешя 

Мы ИТ, 
они будуть 

=: Ша —в—... я 

подобным же образомъ предфлы вообще для перемённой {, будутъ: 

=У т 
Фунящи подъ знаками интегралозъ всегда останутся четными, слфдовательно выфсто противо- 

положныхь предфловъ можпо взять интегралы оть нуля до положительной величины пре- 

ДЁла, улвоивая каждый разъ результаты. Такимъ образомъ будемъ инфть: 

® 3 з сии УК РАЕАРЕИ в (=) ||." а. 

глф интегралы распространяются вообще оть #—0 до ‚= 

аи 

$ 4%. 

Введем выфсто {, новое перемфиное и, опредЪляемое помопию уравненшя: 

ыы ни, 
откуда 

„Ч, ==иди, #, = 

Предвлы относительно и, соотвётствующе предфламъ :,, будуть 6 и 1; сяфдовательно 

41,4 о 
ВходящИЙ сюда иногократный антеграль приводится очень просто помощио уравневя ($ 5) 

[угас 
О 
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в #4 
Подставляя ужа 4у—=2 ==, получаем 

а 

Г (а В) а" +99. 

О 

Гр. Ге 
Гр +4 

эта Формула примфняется очевидно къ интегразу: 

"—||]-- 

если положимъ въ пей Эр —1=0, т. е р=&, отчего она обращается въ 

тя 291 — __ 29 
[‹ Ре. 

Чтобы взять въ и интегралъ относительно {„_,‚, должно положить а* = 
‘и 1=— в т.е. 4==#, отчего получимъ 

г 
й я _. Ча. Чу; "= |||. 4, 4,... 4, 

это очевидно согласно съ результатомъ непосредственнаго интегрированя относительно #„_, 
а В ‘ .; И 9 150, те 

—— 

° 

Прилагая Формулу второй разъ, сдфлаемъ а? — и’ 

4==1, тогда булеть: 

Для интегрирован я но #,_, имфемъ а — и" — 1—4, — 1.59 —1 975,1 

: м г 
у) Ра [а.. Чьи) 

ги г г. 

Положивъ далфе а* =и* — 1 — 6, —... п — 14, т. е. 4==2 получаемъ: 



3 
+ Га. 

1 ЕЕ та . Га = (4) И В М „4, Ч, Ч ( 
мо в г 

И продолжая такамъ образомъ будемъ получать вообще при всякомт & 

3 &—1 1 Е №, И 
У=\*—* _2 2 2 ... аа аь а а -ф— п—= р Е] г: С з—к й 

п г 1 г5. 

При А = освободимся совершенно оть знака интеграла и такъ какъ въ этомъ случаб 
а: =? то сокращая Функши Г въ числитезахь и знаменателяхь послфдующихь дробен, 

мы получимъ окенчательно 

в - 
Вставляя это выражевне въ р имфемъ 

Ра В ВАР. 
2=— |." а 

г. 
2 

Йри цфаыхъ и положительныхь величинахь ю этоть интегралъ чрезъ разложене по частямъ 
т 

— приводится къ | е 4и, когда п нечетное и обращается въ сумму конечныхъ членовъ когла 

и четное. ДФйствичельно, если, перемфняя и’ на 1, означамъ 

т . т 
им "а 2 [.8 (п—2) р 

. 5 

п раззожимь послфднй интеграль по частямъ: 
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то получимъ чрезъ дальнфНшее послфдовательное разхожен}е вообще: 

т 2 

= | 

Ира о ен и 2—4 пр и 
-: + 5 "+.--+-5 

т 
2 паг ии! 

221 а-я ч е 

. 

р 4 

Когда п четное, то полагая и=2т и простирая разложеше до :—т— 2, дойлемъ до интеграла 

| бы") 

и са$л. 

„Гры эта в 
25: т + э1 

2т—4 2т—8 
= в 

Для нечетнаго же п —= 2 +1, простирая разложене до г==т — 1, приходимъ къ непря- 

и 2 

водимому интегралу |= 4и и получаемъ 
° 

ка 
2 

= Чи == 
ие 

Иры 2 ры е 2т— | 2т—1 2т—3 3 13 8—1 —— 

—з Г, +2 я ре =] => 3 Г: © 
О 

Введемъ въ эти зыражевя для сокращешя хункщи Г; тогда ча основан уравненя 

Га= (а—1) Г(а—1) 



зайдемъ: 

тат [| й (= о г д кот +! )] 

фени (ЕК. п ат | Рут НЕ зы | ... +8] 
Е 

2 

Вставииъ эти выражен я вЪ величину р; означаи черезъ р.„ й ри... вброятности соот- 
вфтсвующия четному и вечетному часлу наблюденй, получииъ: 

"9 уе 
ре [+ + 5+! | 

Ддя положительныхь велизинъ 7 эта производная сама всегда положительная, слфд. вф- 

роятности р. В Риз, возрастаютъ въ одно время съ у. Выражешя вфроятиостей зависятъ 
отъ числа неизвфетныхь Эт из 22--1 и при одиваковыхъ величипахь 77 вфроятвость ста- 

вовится тЬмъ меньше, чБыъ больше число неизвфстныхьъ; при томъ выражения вфроятностей 

для четнаго и вечетнаго числа паблюденй совершенно разавчны. 

$51. 

Если опредьлимъ такую величину 77, дая которой соотвфтствующая вфроятность равна ио- 
ловниф и иззовемъ се черезъ -’, то количества 

пн ЕЕ, + № УЗ 
наи при и, = 0 

г. е. величины 
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гдЪ Ру есть вфсъ результата &,, будуть вфроятныя погрёшности неизвфстныхь х,, опредё- 
яенныхь по способу наяменьшихь квадратовъ. Велячипы \’ будутъ различны для различнаго 

числа неизвфстныхъ: въ случаЪ одной нензвЪстиой `7,’ найдется изъ уравнешя 

и будеть, какъ мы замфчали выше, равна 0,47694; при двухъ неизефетныхь 4’, должно 
опредфлить изт, уравнешйя 

хе 
че Па 

откуда у’, = У 9,83255, т. е. вфроятные предблы погрышностей позти вдвое болдфе, 
нежели при одной неизвстной. Вычисляя такахъ образоыъ величины 7’, въ предположент 

Р:» й Р.в4: равныхь пояовинЪ, дая равлачнаго чисва неизвЪстныхь, Бъенеме нашедъ: 

п—=1 1, —0,47694 
=? 1, =0,83255 — 1.7456 7, 

п=3 1,=1,0876 ==2,2814 7, 
= 71,=1.29551=2.1716% 1, 

‚4750 —3,0927 7, 
1,63595 — 3,4287 |, 

в=7 1,=4/1842 =3,1347 т, 
= 1, = 1.91623 — 4,0178 7’, 

такъ что при пяти веизвфстныхъ предфльт погрфшяостей слишкомъ втрое, а при восьми слиш- 

комъ вчетверо болфе обыкиовенно принимаемыхъ. 

Величиною вфроятной ошибки вывода опредфляется его точность и потому зиаше вфроят- 
вой ошибки есть одна изъ самыхъ важныхь задачъь теофи наивыгоднЪВшихь результатовь; 
замфна вефхь различныхь везичянъ 7’, одною величиною 1”,, какъ это дЪлается обыкно- 

венно приводить къ совершенно неправильнымъ заключещямъ о степени точности результа- 
товъ; чтобы получить истинныя величины в5роятшяхь погрфшностей пеобходимо употреблять 

множители >”, соотьфтетвенио числу опрельзяемыхь цеизвфетныхъ. Величины эфсовЪ п сред- 
чей ошибки набаюдешй, какъ видно изъ послЬлняго выражен! х‚, остаются тже, какъя 
въ прежнихь теоряхъ; поэтому исправзенше найденныхь на обыкновенному способу вфроят- 
ныхъ ошибокъ должно состоять просто въ помножени ихъ на вычисленные выше коэффи- 

щенты при -/,', употребляя тотъ изъ нихъ, который относится къ существующему въ залач% 

числу неизв стныхъ. 

$ 52. 

Соображая все изложенное выше, мы приходинъ къ тому убЪъждению, что значеше спо- 

соба навмепьшихъ квадратовъ совершенно зависить отъ тхъ обстоятельствъ, при которыхь 

12 
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онъ прилагается къ рёшевно практическихъ вопросовъ. Первынъ условземъ дая того, чтобы 
‚употреблеше этого способа было согласно съ своею ифлНо, должно считать по возможности 
водное исключеше постоянныхь погрёшностей, особенно есливъ расчеть берутся набзюде- 
н!я, произведенныя помощио разнообразныхь способовъ и инструментовъ. Когда число на- 

баюденй выполняющихь это услове очень велико п достоннства ихъ опредфлены довольно 
точно, результаты способа наименьшихь квадратовъ съ чрезвычайно большою вфроятносию 

булутъ очень мало разниться оть истинныхь значенй искомыхь количествь и вияню слу- 
зайныхь ошибокъ будетъ устранено. Если же число наблюленй менфе значительно, то дан- 

вые предфлы погрЁшностей имфють не слашкомъ большую вроятность и кроиф того са- 
мыя выражендя вфроятностей перестають быть точиымя отъ вфян!я откидываемыхъ членовъ; 
вообще, когда число наблюдешй не слищкомъ мало, выводы теоря остаются достаточно 

справедзивыми, что бы на нихъ полагаться при рызнени практяческихь вопросовъ; яъ такому 
случаю относится большая часть задачь Астрономи и Геодези, дая которыхъ слособъ нан- 
меньшихь квадратовъ есть пе только средство престёйшаго сочеташя многочислепвыхъ дал- 
ныхъ, но также средство для получешя боле близкихъ къ истинБ резульгатовъ. Наконець 
примфнеще этого способа къ весьма небольшому числу данныхь есть не болфе кавъ рас- 
пространене по аналохи на малое число иаблюдешЙ того према, который можеть быть 
доказанным» и справедливымъ только для большихъ чиселъ; въ этомъ случаБ вс тв подо- 

женя, которыя служатъ точкою исхода анализу сзучайпыхь явленй, перестать имфть 
какое либо значеще, а слБдовательно и выводы изъ нихь теряють всякую достовёрность 
и становится произвольными, сохраняя, само собою разумфется, характеръ среднихъ величинъ. 



ГЛАВА Г. 

Положение СПОСОБл НАИМЕНЫШИХЬ КВЗДРАТОБЪ БЪ ВЫЧАСЛЬВИЮ МЮПЦРАВОКЪ ЭЛЕМЕНТОВЪ БОМЕТЫ ДОВАТИ 

1858 года. 

$ 53. 

Въ дополнеше къ теор и, изложенной выше, разсмотримъ въ этой послфдней главЪ глав- 

фе прены, употребляемые при практическихь приложеняхь снособа наимепьшихь ква- 

дратовъ; знаше этихъь премовъ необходимо при числовыхъ вычислещяхь дая того, чтобы 
избЪжать излишняго труда и чтобы постолнно имфть повфрки для убфжденя въ отсутствие 
ошибокъ. 

Призожеше способа наименьшихь квадратовь къ уравнешамъ уже приведеннымъ въ зи- 
нейный видъ состоигь изь вычисленй въ общихъ чертахъь совертенно одинаковыхь для 

большей части случаевъ; елииственно вазную особенность въ этомъ отношеши прелставхясть 
тотъ случай, когда неизвбстиыял, сверхъ урависшй данныхъ изъ набаюдениЬ должны удов- 
детворять въ точпости нЪкоторымъ другижь условямъ; въ задачахь Геодезш къ такимъ уело-. 
иямъ приналзежать напр. геометричесья соотношешя между частями треугольииковъ, вхо- 
дищихь въ сть триангуляни. Изедфловашю залачъ подобнаго рода посвящено хополнене 
къ мемуарамъ Гаусса; па русскомъ языкБ мы выфемт, позаую теорю вычислешя геодези- 
ческихь измфрош въ спещальномь руководств Савича (*). Пе останавливаясь на этой 0со- 
бенности возменъ дзн иримфра задачу изъ области Аетропоши: опредфаныъ поправки эле- 

ментовъ блестящей кометы Допатн, которая была видима у васъ въ течеше всей осеши 
1858 года. 

$54 

Чтобы избъжатль слишкомъ большихъ вычиеленй возмехь 20 ваблюдешй надь склоне- 

зцями и прямыми восхожденями кометы; изъ множества сдфааппыхъ паблюдеый изберемъ 
такт, которыя по сил$ инструмевтовъ заслуживають нанбольшаго ловфря и которыя при- 

томъ обиинаютъ довольно большой промежутокъ времени, соотвфтствующ значительной 

{} Призожеше Теори ВЪроятпостей къ вычислению наб. и Геолез. измьр. Сост. про. Докторь Савячъ, 1857. 
12* 
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дуть орбиты. Эти наблюдешя, заннствованныя изъ Аз{голотйейе МасйчеМел, 1858 7. и со0б- 

щенныя Директоромъ Московской Обсерваторш Б. Я. Ивейцеронъ, суть слфдуюця: 

№ 

1 1858 г. 

20 

ВРЕМЯ НАБЛЮДЕНТЯ 

16въ10* 43"? 40.°0 Средн. Берлин. вр. Тюня 

Августа 7— 9 25 
И 7— 816 

Сентября 2— 14 54 

— 2— 937 

— 16—15 38 

— 16—11 45 

— 24—21 20 

—_ 24—12 1 

И 24 — 6 33 

в 4—8 и 

Октября 3—7 8 

— 3—7 96 

= 5—20 51 

— 5— 6 56 

52—76 

= 5— 6 26 

— 186 — 6 19 

— 16— 5 56 

— 16— 6 45 

38. 0 Среди. Берлин. вр. 

58. 8 Среди. Вашииг. вр. 

48.7 Средн, Пулков. вр, 

34. 2 Средн. Кеиигс. вр. 

58. 4 Среди. Боннск. вр. 

7.3 Средн. Пулков. вр. 

37.3 ЗвЪзд. Москов. вр. 

51.3 Средн Пулков. вр. 

23. 9 Средн. Гринвич вр. 

41 ОСреди Кенигеб. вр. 
46.1 Среди. Бониск. вр. 

54. 4 Среди. Вашинсг. вр. 
36. 5 ЗвБзд. Москов. вр. 

27.7 Среди. Бониск. вр. 

13. 8 Среди. Пулков. вр. 

14. 6 Средн Кенигс. вр. 
23. 4 Среди Геттииг. вр 

44. 6 Средь. Боннек. вр. 

4 2 Средн. Вашинг вр. 

«4 ВЕ 

14430’ 35".2 + 25747 46".2 
150 8 41.6 302727 .6 
10* 0” 487.29 30 28 56 46 
10 41 48.81 3428 43 2 

160° 24" 41".8 34 27 53 5 
172 5 20.8 36 2644 5 
11% 277 11° 50 36 2612.0 
121+ 30.53; 35 1217.0 
12 15 36.73 35 8198 
12 м 30.93 3512207 

183°38° 54.3 3512 4.8 
205 54 23.7 24 35 23 49 
13'467 347.46 94 92 42 24 

211° 50° 57".0 19 50 43.0 
211 59 197 19 43 38 5 
14° 771440 19 52559 

911° 48° 2273. 419 53 14 
16* 15” 19° .70 —16 10 24.9 

43° 49° 26”. 6—16 852 4 
16* 17” 50° .34 — 16 53 57 76 

Здфсь чрезь х $ и 4 означены прямыя восхожденя в склоненя кометы Мы ве имф- 
емъ пи какихъ данныхь для того, чтобы различить эти ваблюден!я относительно ихъ досто- 

виства и потому припошенъ имъ одинаковый в$съ, который и примемъ за еденицу. Ю- 

которыя изъ наблюдешй съ нанфрешемь выбраны приблизительно для оливаковаго вре- 
мени, чтобы имфть возможность еще уменьшить число уравнен!, какъ увидамь впосафдетьи. 

$ 55. 

Неизьфстныя величины въ нашемъ случа суть 6 элементовъь эллиптическаго движешя 
кометы, опредфляющйе вполнф положеше плоскости орбиты, ея разыфры и позокене ко- 

неты дзя даннаго времеим, въ томъ прелположени, что масса кометы можеть быть пре- 
небрежена въ сравнеши съ массою сознца. Будемъ означать искомые элементы сяфлующинъ 
образомъ: 

Долготу восходящато узла орбиты черезъ 

Наклонен!е орбиты къ эклиптиь$. 



Долтоту перихейя .. еее. ом | 

Среднее суточное движене кометы. . ... оо за р 

Уголъ, синусъ котораго равенъ эксцентрицитету. ......:..... ЗА 

й среднюю долготу кометы въ орбитБ для эпохи: именно для средняго 

Гриничсваг» полдня 1-го Яиваря 1858 года... си: М 

Величины -Я, П и зависящия оть нихъ, отнесемь къ среднему положеню эклиптики во время 

эпохи, т. е къ средвему равноденствию 1858 года 0*0”0’ средн. Грин. вр. 

Склоненя и праныя восхожденя, равно какъ и всякя друпя координаты нолучаемыя 
изъ нихь чрезъ преобразозаще, напр. лироты в долготы идр ‚ ны должны разсматривать 
какъ ФункШи эзементовъ кометы и времени, сабд. называя черезъ & и $; погрьшности на- 
б.поденй, мы имфемъ вообще 

ъ ЕЕ, в ьП. Га, в. ЕП...) 

или для долготы ^, и широты 8; съ ихъ погршностями 1, в $, 

А+ :=Ф(, 9,11. 3: Я, 9,61...) 

Функщями Ё, /, $ и`ф выражаются т соотномеша, которыя существують между зременемъ, 
элементами и координатами кометы вслфдстве законовъ элаиптическатго движешя и, ебли 
не принимаемъ въ расчеть влавИя возмущен, то тозько вслфдстые однихь этихь законовъ, 
Чтобы дать выраженяиъ а, 0; и пр. заненный видъ, необходимый для приложешя способа 
ваименьшихт квадратовъ, нужно прежде всего найти“ приближениыя величины элементовъ. 

Для опредфленя 6 эленептовъ вообще пеобходимо и достаточно трехъ ваблюденй, потону 

что каждое ваблюденйе даеть два уравнешя. Прилагая способъ Гаусса {*) къ 1-му, 2-мун 

14-му изъ наблюдешй, предложенныхъ въ предыдущемъ параграеЪ, я получиаъ слБдующия 

элементы кометы, которые будемъ отличать оть искомыхъ значкомъ 4: 

Я, —=165° 18’ 59.99 
% =116 57 30 .38(°*) ; Средн. равнол. 1858.0 

294 25 39.85 . 

1, = 1.954665 
5 = 84° 56° 41". 
М, =294 16 46.30 

Съ помощо этихъ элементовъ легко найти слёлуюинзя величивы дзя ифкоторыхъ обстоя- 

тельствъ движешщя кометы: 

Большая полуось орбиты 148.80675 средн. разст. земли оть солнца 

Малая полуось. ..... 13.107873 — — — ь 

{) Твеопа шошз согромно софезцит. бес. ГУ. 

<) Движеше кометы обратное; саБдуя ТЬмь обозпачешямь, иры которыхь различается прямое и обратяое двп- 
жеще, выводимъ {,—63°2” 297.62; П, == 36° 127 20“.12. 
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Эксцентрицитеть..... 0.9961127 

Время прохожденя чрезъ перихелй 1858 г. 29 Сентября 23* 6” 53° Ср. Гр. вр 

Время познаго обращеня 1815.24 звЪзл. года. 

$ 56. 

Положвыъ _ 

#=а. +48 

= & + Мир. 

и вставимъ эти выражешя въ а, - Е; и т. д. Раздагая но Тейлоровой теоремв и довольству- 
ясь первыми степевями поправокъ АЯ, А: в пр. мы получижъ 40 линейныхь уравненй, изъ 
которыхь 20 будуть вида: 

пе, + бля + Н.м +... + 0,40, 
пли по доаготв 

ми =; НААЯ ЕВА +... + ВА 
и 20 уравненй: 

фо в,-+ бал Нм... + 043 
вли по широт 

В =8,-ААЯ ЕВА... - Ел, 

АВ р нь 8, и Вы суть велючишы Ри, 2, в... П.В ый,.). в, в.й..) 
т. е. коордниаты кометы, вычисленныя для времени {, изъ приближенныхь элементовъ, а 
черезъ б„, Н.,... ба, На..Аь Вь... Ав, Въ... означены застныя первыя произволныя с00т- 
вётствующихь коордиватъ, вычисленныя такимъ же образомъ. Пользуясь правилами, изло- 
женными въ Т/еома тов согрогит софезНит я позучилъ для разностей: 

Аааа АВ 8 
т. е. дая уклоненй вычислешя отъ наблюденйй слёдующя величины: 

Вреня и 

№ наблюд. Ах А 

Коня 16 — 1 — 0.02 {+ 0".01 
2 +0. — 0418 Авг. 7 и | 3 483 59—17 86 

без | 4 +146 — 570 
ТЕ 419.8 41.0 

6 +33 55 429.53 
Сент. 16 | 7 45 5 — 020 
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19 

11 

{ 12 

13 

{ 14 

)\ 
| 16 

17 

18 

20 

4 46".31 
+34 .31 

.51 

41 

— 5.96 

— 15 32 

При вычислешяхь Ааи 45, также какъ и при всфхъ посазфлующихь дорёшены окончатезь- 
ныхъ уравненй, совершенно достаточно употреблить пятизначный таблицы логориемовъ. 

Въ течеше небольшаго промежутка времени измфнене коордивать можно считать безъ 
большой погрфшности пропорщональнымъ времени; пользуясь этамъ занфчашемъ мы можемъ 
соединить наблюдешя, относящзяся къ одноху и тому же даю по правилу арнометической 

среды; всяфдстые этого число уравненй въ вашемъ случаф уменьшится оть 40 до 16. При 

этомъ мы должны приписать вновь полученнымъ уравнешямъ вфсы во столько разъ боль- 
пие единицы, по скольку уравнен входить въ каждую группу, соединяемую по правилу 
ариеметической среды. Такимъ образомъ мы получимъ 8, такъ называемыхь, пормальныхь 
положенй кометы: 

т: | ка 24 да дё А 43 |Выы 

167. 3955 ср. сут. | 144°307.6 254". 92| +0".01| — 0".02| +-0“.068| 1 
2| 219. 4451 — — |150 1001430 28.31 441 .88] —9 .02| 413 40] — 4 71 2 
31 245. 3691 — — |160 252|434 28.6] 445 57| — 2 33| 413 .84 + з 462 | 
4| 259. 5122 — — |171 57.5 1436 26.8] 424 60] + 1.74] 419 44 +1057 2 | 
5| 967. 3075 — — |183 4.4435 47| 432 56] — 5 37] + 08 1794] + | 
6 276. 3977 — — |206 46.6 |--24 19.6] 434 18| —419 97| 433 72| — 8.76] 2 | 
7| 278. 2256 — — |211 51.3419 50.4] +7 94] —16 .80] 425 20] — 8 82] 2 | 
81 289. 3103 — — [944 1.7416 93.6 9 9—9 73|] + 46] тэ 3 | 

Линейныя назальныя уравценя мы вычнезаяъ относительно широты и дозготы; для этой цъаи 
мы помфстили величины разностей А, —),,—); в 48,-=8,;—8;. Чисза здБсь сокраще- 

пы, потому что большей точности ненужно при зычисзещахъ въ пятизначными логоривхачи 



== 
$ 58. 

Зъобы получить начальныя уравнешя, остаетсв вычисавть коэффищенты 4, В,.., и 4ь В... 
и да ориведевя уравненй къ общей мфрБ точности помножить ихъ на квадратные корни 
взъ соотьфтствующихь вфсовь Вычислене коэзфФищентовъ основывается на Формудахь 5л1- 

зивтическаго двыжешя (ТАеог4а 2лоёмз согр. соей.). Въ нашемъ случаЁ получаются садуюпия 

16 уравнеый, во второй части которыхь поставлены вуди выфсто неизвёстныхь случайныхь 

погрёщностей 1; и 3,.. 

а) относительно долготы 

4-1.24444А 2 — 0.148365 430.80. М— 72114Аь-- 430.394 7.457849—0-000000097—0 

-+1.209204 2 —0.3986545— 723.204 №— 158704Аи-|- 722.70АП--10.67704$--0.000091872—0 

+0.83064А 9 —0.606814;— 678.22А№— 16655045-- 677.36АП--10 5102А$--0.000095110=0 

‚ 4 0.197904 2 —0-808034:4- 50.54АМ+- 13147А,— 49.62А1-- 8.9356А9--0.000133290—0 

—0.92534А 2 —1.315004:-{-2328.80А№-|- 6225084, —2328.604П--10.395049--0.000301360- ый 

-2:2.943904 9 $.794554:+-5634.29А№--1557250А,—5633.37АП-- 2.21254$--0.000232790-—0 

—340574А 9 —0.950284:--8896.604№--2475336А,—8895.204П— 0.01744Ф--0.000249190—0 

— ©. АТА 0. 0261341--4785 11А№--13844104 ,—4384.78АП—18.6613А9-0.000093710—0 

и $) -относательно. широты: 

=, 637154 8 — 0.098074: 294.26 АМ. 492584, — 293.57АП—10. ОЗ. 900000039—=0 

— 6.632542 — 0.25238 ^:-- 569.31АМ№-- 1249314,— 568.66АП—14.187345—0.000032292—0 

—-0-591564 9 —0.337794:-[ 789.06А№-- 1936044.— 788.64^—15.100742--0.000021666—0 

—6 5717949 —0363284:-- 852.53АМ№-- 224355А,— 852,204 —16.952349-0.000072402-—0 

— 0 608044 9 —0.44442А:-|- 701.68А№-- 187568 А,— 701.44АП—28.398049--0.000076988—0 

+ 0.559564 р —0.12876А;—2082.86А7— 575675Аь.-{-2082.29А Н-=-29`970045=—0.000060060—0 

1.330584 2 — 0.137244 4428.60 №—1232176А--4427:40А-—46:346049—0.000085520=0 

{1 98900 2 —0.061884;—7309.83А\—21149044,--7307.67^Й—42.63004$—0.000066420—0 

Коэффищенты пазальвыхт уравиенй дозжны быть выражены въ одинакихъ единицахь 

т. е. или въ секундахъ, иль въ частяхь радуса; въ пашеиъ случа они, также какъ и по- 
стоянные члены, выражены въ частяхъ радуса. (*} Окончательныя уравнешя получатся изъ 

пачазьныхь, есля удовлетворимъ условию, что сушна У4? -- Х$* должна имфть. наименьшую 
велвяниу. Шо способу наимепыпихь квадратовъ коэффищенты окончательныхь уравнений бу- 
дуть составлены изъ суммъ ввадратовъ и вроизведенй коэФФищентовъ начальныхъ уравненй; 
легко замфтить, что, ограничивая но необхолимости вычислене извёстнымъ число\ъ деся- 
тичныхь знаковъ, мы не можемъ оставить полученныхь кооФФИШенТовЪ въ такоыъ видЬ: 
вначе квадраты и произведешя малыхь коэзфФищентовъ совершенно исчезнуть въ сравнейш съ 

большими и слфдовательно вычислеше не будеть выфть иалзежащей точности; въ нашихъ 

() Иззбетво, что переходъ оть одной ваъ этызь единиць шо другой производится помощню ивожителя 206264.8, 
хозорый озвачаеть число секундь въ дуг, равной дланЪ рашуеё. Догорвемъ этого виа есть 5.3144281 
донолнеше его 4.6855749—10 есть (узи 1" = 19 4. 
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Урр- паир. коэффищенты пря Ар. чрезвычайно велики въ сравпенш съ коэзвфищентави \ и 
съ постоянными членами, Этого неудобства можно пабфгвуть, измфняя нензвёстным на сл- 
дующихь основашяхь. Если въ начальныхь уравнешяхъ ($$ 27 и 28) мы выЪето ненавьстной 

т, примемъ + ий въ тоже время умпожимь иа Ё всЪ коофФащенты при этой неизвёстной. 

то, сабля за порядкомъ исключен, мы увидимъ, что величины всфхъ друсвхъ неизьВстныхь 
и &фсовъ ихъ вовсе не перемфиятся;, для поучешя же т, пужно булеть результать иеклю- 
чешя умножить на А, а полученный вфсъ разлфлить на А*. Введее множителя въ постоян- 

ный членъ не измфняоть вфсовЪ результатовь, сами же результаты получаются увиожен- 
пыми па этого нножителя. Распоряжаясь такинъ образомь выШоромъ множателей. мы легко 
можемъ всБ козэфФищенты сдфлать ведизинами не саишкомъ много раззичающамися между 
собою т. е величинами, такъ сказать. одного порядка. Такимъ образомъ въ нашемт, при- 
мфр$ коэфФищенты будуть очень удобны для вычвсленй, если положимъ 

А1= А Ап = 2000 АМ; Ат — 1000000 Ав; др = 2000 АП; 48 — 10 9 

и умиожимъ постоянные члены на 10000. Оть этихъ преобразованй начальныя уравнеюя 
примутъ такой зидъ: 

1.24445 9 —0.29672А4—0 215400Ап—0 072114\т-- 0.2151954р--0.7457849—0 00097=0 

{+1.20920А 2 —0.79730А/—0.361680Ал—0.158704\т-|-0.3613504р--1.0677040-|-0.91872=0 

+0.83064А 2 — 1.213624 —0.339108\и—0.166550Ат-|-0.3389394р--1.0510240-|-0.95110—0 

+ 0.197904 2 —1.61606А%--0.025271Ап--0.013117Аж—0 024808Ар--0.893560-|1.33289=0 

—0.92534А 2 —2.63000А1-+1.164400Ал--0 622508 Ат—1.16430°Ар- 1.0395040-3.01357=0 

24390А 2 —1.583105%-2 817143Ал--1.557250А*—2.816687\р--0.2242540--2.32794—0 

—3.40574А 9 —1.900564%--4.448300\1--2.475336:и —4447600\р—0 001745--2.49189—0 

— 0.74817. 0 —0.05927А1--2 392555 \"-|-1.384 М 0-2 392390Ар—1.86613\0--0.93710—=0 

—- 0.637754 2 —0.1961445-40.1471303я--0.049258Ат—;}.146785Ар—1.0957040--9.00039=0 

—0.63251\ 2 —0.5047054--0.284656\и- 0.124931 \*— 0.284329 \р—1.4187340—0 0 

—0.59156А 9 —0.67558\;-[0.394530п--0 193604 3и—0.394320\р—1 5100730--0.21666=0 

—0 57179\ 2 —0.796565%--0.4262663"--0.221355\ю—0.426100\›—41.6952350--0.72408==0 

—9.60804\ 2 —2.888845--0.350840>--0 1875683ж—0.350720\р—2.8398040--0.76988—0 

0.55956. 2 —1.25752\4—1 041430\и—0.575675\т--1 041143 \р—2.9970 }— 0.600600 

+-1.33058А 2 —0.27448\5—2.214300\и—1.232176\т-{-2 2137003р 4.6346040—0 85521—90 

+ 1.989004 2 —0 1237644—3.654916и—2.1149`4 мп --3 $53835 \р—4.26300—0.66422=0 

$ 50. 

При составзены коэффищептовъ окопчатезьныхъ уравиен илъ сумяъ квааратовъ и про- 

изведенй коэффищецтовъ начальшыхь уравненй можно найти средство новфрять эти эиюго- 

сложный вычисленя: для этого въ каждомъ уравнее опредьлимь алгебраическую сумму 

воэфевщентовь 52, В, .. Е К и потомь вяфст сь произведенами ХА,?, т 



и пр, вычвсламъ также ХА,5, и подобпымъ же образомъ УВ, 5, ХС, 5,.... п Х6;5, означая 

зерезъ ‹; постоянные члены начальныхь уравиенй, тогла получимъ повфрку воёхъь коэФ- 

Фвщентовь изъ равенствъ 

24,5,=5А’ + ХА, В; +... + ХА: Е 
ХВ, == ХА, В, РЕВ! +... ХВ, Е, 
ея В: © 

ХА; Е; + ЕВ; В +... ЕЕ 
ЗА - ХВ; в; ... -- ХР Ув,5, = 

Эт повфрки должны удовлетворяться на столько, сколько можно требовать оть схожныхъ 

вычисленй съ пятизначнымв лоторвемами; зъ моихъ вызислешяхь папримфръ получилась 

при непоередствениомъ опредфлени и изъ уравнешй (5) слфдуюцщуя величины. 

54,5, 28,5, 56,5, 20,5; 2Е, 5, УЕ. 5, и 
4+ 12.0437; 4-24.1187; 41.2846; 1499 — 1.9842: +79 9007; — 13.6234 
4 12.0444 +24.1229 11.2854 1.5010 — 1.2867 79.9041  — 13.6210 

Согласте между этими числами удовлетворительно, потому что разность почти вездЪ закаю- 

зается въ пятомьъ знак. Въ большей части случаевъ для вычисления козффищентовъ окон- 

зательныхь уравцешИ достаточно бываеть даже четырехзначныхъ логориомовъ и еще удоб- 

ифе тогда употребляеть таблицы квалратовъ чисезъ. Подобныя таблицы составлены Б. Я. 
Швейцеромъ для квадратовъ вебхъ чисель оть 0 до 1000: я пользовался ими для новфрка 
первыхъ четырехъ цифръ (“). Эт же таблицы служатъ весьма удобно лая вычислешя про- 

изведенй по формул: 

о В, 

эъ которой величины (а | 5)*, а*и 5? получаются прямо изъ таблиць по аргументамъ а -+- 5, 
аи $. 

Для нашего примфра окончательныя уравнешя таковы 

+29 682842 -10.880947—37.0835А1—20.58764т-1-37.0737Ар— 7.924940—18.6377=—0 

{10.8809 7 ---20.0768А%—15.11094я— $.33364т--15.1068Ар-- 1.502948—91.1584—0 

—37.0835\ 2 —15.1109А1--55.00543я--30.90204ж—54.9924Ар-1-22.564840--28.2922—0 

—20.5876\2— 8 333645 30.90204и-|-17.3771Аи—30.8949\р--13.038048--15.7909—=0 

—37.0737А 0 --15.1068\;—54.9924Аи—30.8949Ат-|-54.9796Ар—25.559540—98.2855=0 

— 7.9249 2+ 1.5029А4--22.5648\п-|-13.0380\т-— 23.6595 Ар--73.979846--10.3776—0 

$ 60. 

Искаючеше неязьбетныхЪ изъ этихь уравнешй чрезвычайно трудно произвести посред- 
ствомъ проетыхь умношешй; при вызислеши помощью зогоривмовь нужно употреблять 

#) ЭтВ табзшны будуть пожфщены при нбмецкомь переводЪ сочинены Савича «Приложение Теорё Впр. ка вы- 
числ. наба. в 1000. изм.» издаваемомь Лансомь (ар. 
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семизначныя таблицы, потому что при шести послфдовательныхь исключешяхъ входить очень 
большое число сочетаыЙ между коэффищентами и они осложпяются по мфрё прибавженя 

къ концу. Чтобы вмфстВ еъ величинами неизвфетныхъ получать вфсы ихъ, а также имфть 

возможность повёрить результаты, Энке созфтуеть сдфлать всегда два раза позное искаю- 
чене въ противоположномь порядк$ неизвЪстныхъ; посл этого всф результаты булутъ по- 

зБрены и легко можио будеть вычислить вЪсы всфхъ 6 неизвфстныхъ. Самое вычислеше 

всего удобифе расположить въ такомь порядк% (*): называя вообще черезъ ХА;* козффиц}. 
ентъ перваго исклюзаемаго неизвфстнаго въ первомъ уравнени, черезъ ХВ; коэффищенть 
сафлующаго за нимъ во второмъ уравнеши и т. д.; уравнешя всегда можно представить 

въ видё 

=УА’ Ч ухАВ, -- АС, + иХАЮ, |+ ЕД, ЗА, + ХАви == 0 
тд, УЗВ" + 56, ЕВ, + шЯВ,Е, -- ВЬЕ, { ХВри ео 

АЕ, УХВЕ, + 25.6, +- ихр.ЕН- «БЕ,Е, + Е? 4 Хы, 0 

тогда, паписазъ рядъ коэфФищентовъ 

1 АГ ХА, В, 24,С; ХА; ХА, ХА, — 245, — ХА 
и . 
2  Щ2Ай 9ЕАВ ЦУАС, — ЦХАЛ,  УАЕ — ЩЕАЕ, 9245, 9 Ар, 

ХА, В, _ 
вычиелимъ (9 Ал} прикладывая это число ко вефмъ членамъ ряда (2) начиная со втораго 

и праскивая соотвфтствуюнщия числа, полиишемъ ихъ почленно подъ рядомъ 

3 ВЕ В.С; УВ.Р, УВЕ; УВ,Е; хВ,9; ХВую, 
ай (САВ* А.В: ХА. ЯАВУА.Р, ХАВЕАЕ, АВА АВА.) ЕАВУЛы 
мех 34" Ал АР УАг ХА АР ФАЙ 

и вычтемъ (4) изъ © тогда получатся козъФищенть, которыя мы назовемь черезъ 

5) УВ, , ХВ ба еее 
6) 9 ХВ, В, в ИЕ 

значене этихъ  КозфФвиреитовъ и пр. легко видфть изъ $ ов. 

Далфе пишемъ 

7) 
и подъ нимъ 

8 

разность которыхь даеть 

за С 9) 56: Оу та Белая 

подъ этимъ рядомь 

{ Бодфе подробное нззожен!е веБхь практическихь премовъ читателя найдуть въ поезфлней статьВ Энке: 
«Вег]. Азёгопотзсв. Фавефисей 1856». 

13 * 
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10 . | Евы, Вы Е а з 

зы ЗВ: ЗВ, 

изъ разности которыхъ позучимъ 

11) и Е 
12) . 92а ШЗ, .- 
13) Е 

(Ар) 34) 

подвигаясь такныъ образомъ дазлфе и далБе вправо, дойдемъ наконець до 

УЁ.;* 13 5,5 ры 

и отсюда найдемъ 

Вертикальный рядъ содержащуй 5 служить дзя постепенной повфрки вычислен# па осно- 
ваши равенствъ: 

ХВ... == УВ УВ. + В.Б, + В.Е, НУВ. Е,, 

и точно тоже для С, Л, Е.. Е. 

26, ,5: = 2С,.* + 6,,9,, + 5С,„Е,: + 26, „Ё,, 

и также для О, Е и РЁ. 

29:5; =, .* + ЯБ,» Е, + ых Ра 

ит. д. Наконець 

УЁ,5,; должна быть равна УЁ,,". 

: ХАю; ХВно 
Если продолжимъ порядокъ вычисленя, то получамъ при помощи множителей А =, Зее 

ЗА; .„ 
я пр. количества 

ы з 25, Хо, 
Хблои и о 

нотонъ Я5,л,: в 20" 

И ЖА НО 
и пакопець [1 п 59 

Первый изъ этихъ зертакальныхъ рвлояъ служить для повфрки суммъ содержащихь ‹ вкаю- 

чительно ло УЁ,;ш,, на основав равепетеъ: Ублш {0 УА, 9 Бо --... РЁ 
и пр. сумма Уь,,* должна быть равиа суму квадратовъ погрЬшностей начальныхь уравне- 
нШ, когда въ нихъ вставимъ позученные изъ окончательвыхь уравнены! величены ненз- 
вфстныхь, какъ это было объяснено въ кониф $ 29. 
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уе. 

Если при исключени ($ 28) остановимся на двухъ уравнешяхь съ двумя неизвфстиыми, 
которыя будуть вида . 

Брала" НЕ, ХРулаРаь Рен" 50 
|е ХР: Р:в + =, Хр, ры =6 

искаючинь изъ нихъ выфсто 2,_, пензвфстную Ё„, опредфляя ее изъ посяфдняго уравнева, 
то выдетъ 

>. 5; во ‚__ Ор) 

й коэфФищенть при Ё,_, 
Р(Е), тогда 

У. #5 
Е г [в в ВЕ Хр; а в®: ]= Г) 

т 

будеть вЪсъ величины #„_,. Означимъ вфеъ вообще &, черезъ 

‚Ср ывь* 
ни-+ рии" РЕ) = 

ор) аира 
Храни 

отеюда дегко замфтимъ, что 

ры" Р = РЕ). СРе ОНР. бр 

или въ нашемъ случаф 

ЗЕы* Ри) — Р()- Ее 

Такимъ образомъ изафстень будеть вфсъ величины 2, которая, также какъ в всЪ друпя. 

получится помощро простой подстановки: именно изъ уравненй 

9 ЕЕ «Е ЕЕ. о 
ЗЕ. 

ор. Е» + 1ХР,. Е. РЕБ, “ 
+ 55,1 

и + 

бит. д 

Возвращаясь въ исключеши $ 28 къ тремъ уравнешямь съ тремя цеизвфетными и пзуфняя 

порядокъ исключаемыхь неазвфстныхь пайдемъ, что вфеъ величины и будетъ 
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такой способъ опредфлять вфсы можно бы обобщить и примфиить ко вефмъ нензвфетвымъ, 

но выраженя вЪсовъ получаются болБе и болфе сложными; для 6 неизвфстныхь достаточно 

опрелфлить вфсы трехъ послфднихь неизвфстныхь изъ выражений Р (1), Р(е) п Р(и); потомъ 

` произведя исключеше спова въ обратнонъ порядЕ неизвфстныхъ, подобнымъ же образомъ 

вайдемъ вЪсы Р(2), Р(У) и Р(=) и сверхъ того получимъ по два раза величины вефхъ не- 

иавфствыхь; согласе ихъ служить повфркою исчисленй. 

$ 62. 

Обращаясь къ нашииъ окончательнымь уравнешямъ, сдфлаемъ одно важное въ практичес- 
комъ отношени зам$чаве. По смыслу задачн неизрЪстныя величины независимы между 
собою, сяфдовательно въ рЬшеши уравненй не можеть быть, говоря строго, никакой неопре- 

дфлениости. Исключеше неизвфстныхь изъ зинейныхь уравнен будеть очевидно певоз- 
можно въ томъ случаЪ, когда коэффищенты при двухъ неизвфстныхь во вефхъ уравпешяхь 
равны или пропорщональны, потому что тогда можно соединить эти лвф неизвфстныя 
подъ одиу вида х--у или х-|- пу и отдфлеше х в у совершенно невозможно. Чтобы по- 
добная неопредфленность обнаружилась при вычислешяхь приблизительныхь достаточно, 
если коэфовщенты тозько приближаются къ равенству, или пропорщоназльности Мы имфемъ 
подобный случай въ пашемъ примфрф; имецио коэффищенты при Ап и Ар, т. е. при АМи 
АП очень мало различаются между собою; всаБдстые этого два изъ окончательныхь урав- 
ченй пояти тождественны. «Яегко найти причину этого обстоятельства: коэфФншенты при 
ЭЙ и АМ въ теорш эллиптическаго движешя вычисляются по Формуламъ 

4 2652 4 р 4 2] (2) — ця. вю (@ 

[2 25 {ах оо вть (.) ИЕ (5. 

и полобнымъ же относительно широты 8. Въ этахъ хормулахь а означаеть большую полу- 
ось кометной орбиты, которая значительно бозьше едизицы и радтусовъ векторовъ вблизи 

перихемв, сдфдовательно выражен коэффищентовь должны быть почти равны исъ обрат- 
ными знаками; понятно что такое обстоятельство встрфтится при всякой значителыт удлин- 
ненной орбит. Неудобство близкихь къ равенству коэффищентовъ состоить въ томъ, что 
величипы Ар я Ап полученные изъ различныхь искаючешй могуть выходеть совершенно 
несходными; впрочемь мы можемъ получить довольно благопадежныя величины этихь не- 
извфотныхь, исключивъ ихъ прежде другихъ пеиавЪстныхь; потому что при этомъ коэффи- 
щенты ихь сочетаются еще сь точными величинами прочихь козфФищентовъ | 

$ 63. 

Чтобы дать понзие о степени ‹оглася результатовъ при разлечныхь искаюченяхь я 
номфщу элфсь результаты, слБланныхь мною 4-хь исключенй 
уловлетворались почтв вполнЁ: р 

въ которыхъ всф повфрки 
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Поряд. искаюч. неизв. 9Аа Ул Ат 85 9 Ар 95а 

АЯ, Ау, Ап, Ат, Ар.Аб 9.1432792л(°) 9.9103501 0.9211999 8.7974472л 0.29456 0.52560ъ 

Ач, Ат,АЯ,А8, Ар,Ап 9.7455133п  9.9102405 0.92671  8.8048183и 0.81051 0.03227 

48, Ар, Ат, Ап, А1,А О 9.7490775т 9.9098387 0.9299113 8.7969087л 0.90143 0.40535 

Ал, Ар, 40, ДО,Ат,Ац 9,7501637^ 9.9096238 0.9312869 8.7966778п 0.91249 0.43655 

Для вБсовъ получились сдфлующия величины: 

Р(АВ)= 0.681 Р(40) — 47.84 
Р(А1) =10.566 Р(Ар) = 0.000154 
Р(Ат) = 0.0017778 Р(Ап) = 0.0001963 

Двф послфлн!я системы неязвфетныхь болЪе надежны для опредлешя \п и 4р; прини- 
мая средыя выводы изъ них за величины неизвёстныхъ, позучимъ 

Че — 9.74962 п 
91 —9.90988 
дАз — 0.49095 
Ат = 0.93060 
9 5р — 0.90696 
98 = 8.79679 п 

Отсюда, пользуясь заибчашемъ слФланиымъ въ $ 58, найдемъ: 

".59; РАЗ) = 0.681 
.51; Р(5) 2.6415 
83; РАМ = 785.24 
-0001758; Р(Ме) = 1777800000 
.08; Р(АП) = 609.72 

—=— 0.43; Р(Аэ = 4784 

$ 64. 

Найденные вфсы результатовъ ‘достаточны для того, чтобы судить объ относительной 

благонадежности поправокъ; ио для того, чтобы видфть ясно, жакъ велики могуть быть 

погрЬшностя исправленвыхь элемевтовъ. мы должны еще опредфанть ихъ вфроятпыя п0- 

грЬшноети. Даля этой цфав необходимо знать степень точности самыхъ пнаблюденй. т. е. 

среднюю ихъ отибку. На освовани сказаннаго въ $ 35 мы можемъ весьма точно опрелф- 

лить срелнюю ошибку наблюдевй а рофепом по формул 

а 

{) Значекь я пра логориемЬ означаеть, что зогорнемь приаадлежить отрицательному чвслу. Мы лишемь за%сь 
характеристики 8 п 9, подразумфвая, что пзъ нить должно вычитать 16. 
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\ И Ей 
у 34 

Погрёшностя Е, суть ТЁ величины, въ которыя обращаются начальныя уразвненя оть под- 

становки набленныхь величинъ попразвокъ. Сумма ХЕ; можеть быть вычислена чрезъ не- 

посредственную подстановку н еще въ вид Х;°’, какъ показано въ $ 60. Въ отонъ по- 
слёдиемь видф получается ЗЕ,*, когда мы въ Хе; подставимъ на ифсто погрышностей в; ли- 

нейвыя выражешя ихъ и приведемъ эту сумму къ виду $ 29. Произведя на самомъ дЬль 
эту подстановку, мы безъ труда найдемъ равенство 

(Сонг ')* ло) СЫ ету 
За Ы;* Хе," ы лы 

которая въ нашемъ случаЪ лаеть 

ЕЕ 

и есди, согласно съ првнятынъ обозначешемъ, положинъ сперва 

потомъ 

=, ы 

ит. а. 

то получимъ наконець {$ 29) 

2/9 

При четырехь исключевахь получились дая 2/®? сафдуюлия величины: 1,44078: 1,42955; 
1,42337 н 1.42868. При подстановкЪ поправокъ въ начальныя уравненя получилось восемь 
ноложительныхь величинъ для Е и восемь же отрицательныхъ; по величииь отрицательныя 

ими незначительный перевфсъ; сумма квадратовъ вышда равна 1,44380. что довольно со- 

тгласно съ найденными величонами 209. Принявь ХЕ =4,44380 и уничтоживь постоян- 
паго множителя введеннаго при составлен уравненй, получимъ “по обращен линейныхь 
мфръ въ секунды 

3501 

ВЪфроятная погршность наблюденЙ найдется изъ равепства 

,67443 т 
*.8667. (°) н булеть 

ты дан вфроятной погрёшноети выходить величина 2".6$; нра вычиелеян: же номонию иервыуь стененьй 
цогрёшиостей получается 2".03- 



Наконець по формул ($ 51) 

подставляя въ ней |’, —1.63525, найленъ по даннымъ величинамь т и Р, вфроятныя погрв- 

ности результатовъ: множитель 1; т у? "равепь 3.8287; сафл. 

9.8287 

Ув 
Ее 

Введемъ теперь поправки АЯ, А: и пр. въ праближенные элементы Я, &...; исправленные 
элементы съ ихь вфроятнымн погрышпостями будуть: 

Элементы 4 ВЪроятн. погр- 

2 = 165° 18° 48”. 40 11”. 913 

136 58 3.89 6. 047 

№=294 16 46.33 0. 347 

И=294 “39. 95 0. 398 

©== 84 56 47.14 0. 142 

&—=1'.9548408 0.002331 

Вфрояти. погр. 

ино прежн. способу 

3”. 474 

1. 764 

0. 102 

0.116 

$. 041 

0'”. 08008799 

Въ послдией граф понфщепы здфеь для сравиеня велачины, которыя принимались за 

вфроатныя погрфшиости по прежнему способу ихъ опредфленй. 

Изъ этихь элементовъ выходятъ: 

Эксцентрицитеть 0.9961127 

Большая полуось 148 79789 

Малая полуось 13.107181 
Вреня полнаго обраш. 1815.08 

Время прох. зрезъ перих. 29 Сент. 23* 2" 3*.36Ср Гр вр. 

Разность оть прибл. вел. 

0. 0000006 

— 0.00886 ср. разст. ботъ 2 

— 0.000694 — в 

— 0.16 зв. года. 

+ 0.01054 ср. бт. 



ПОЛОЖЕНГЯ. 

1. 

Средые выводы заслуживаютт. довфря только при значигельномь чисдБ набаюлен; 

р] 

Гауссовы теор способа наименышихь квалратовъ основаны на положешяхь недокя- 
занныль и не достаточно убфдитезьныхъ. 

3. 

Случайная погрышвиость чаб.ноденй не зависить отъ величины изифряежаго количества. 

4. 

Переходъ отъ правила ариеметической среды къ способу наименьшихь квадратовъ не 

требуеть высшахь исчисленй. 

Обыкновенный способъ опредфлешя вфроятвыхъ погрЬшностей 'результатовь безоши- 

боченъ только въ случаф одной неизвфстной величины 

Въ теоретическомь отношении” способъ наименышихъ квалратовъ не есть безусловно са- 

мый выгодный. 


